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RESUMEN

Se ha realizado un estudio tedrico del oscilador armoénico unidimensional con dependencia
temporal, un sistema fisico-matematico fundamental a la hora de describir gran cantidad
de procesos y modelos que aparecen dentro de numerosos campos de la fisica. Se han obte-
nido soluciones a la ecuacién del oscilador armoénico clasico, mediante el uso de funciones
solucion de la ecuacion diferencial de Ermakov-Pinney. También se ha alcanzado una ex-
presién cerrada del operador unitario de evolucion, que representa la evoluciéon temporal
de este sistema en mecanica cudntica, usando una gran variedad de herramientas y resul-
tados matematicos. Si bien estos resultados son ampliamente conocidos en la bibliografia,
este trabajo se centra en los calculos y métodos detras de su obtencién, haciendo de este
proyecto un interesante ejercicio de investigaciéon y desarrollo matematico. Por tltimo, se
ha mostrado la aplicabilidad de este estudio a la hora de estudiar el comportamiento de
cualquier funcién de onda bajo la accién de un potencial oscilador arménico de frecuencia

dependiente del tiempo arbitraria.

Palabras clave: Oscilador arménico, dindmica unitaria, ecuacién Ermakov-Pinney, ima-

gen de Schrodinger, imagen de Heisenberg.
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ABSTRACT

A theoretical study of the one-dimensional, time-dependent harmonic oscillator has been
carried out. It is a fundamental physical and mathematical system which describes nume-
rous processes and models that appear in many fields of physics. Solutions to the classical
harmonic oscillator equation have been obtained, making use of the differential equation of
Ermakov-Pinney. Moreover, a closed expression of the unitary evolution operator, which
represents the time evolution of a system in quantum mechanics, has been reached, using
a great variety of mathematical tools and results. Even though these results are well
known in bibliography, this study centers around the calculations and methods behind
their obtainment, which makes this project an interesting exercise of investigation and
mathematical development. Lastly, the applicability of this study for analysing the beha-
viour of any initial wave function under the action of a harmonic oscillator potential of

arbitrary time-dependent frequency has been shown in examples.

Keywords: Harmonic oscillator, unitary dynamics, Ermakov-Pinney equation, Schrodin-

ger picture, Heisenberg picture.
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1. Introduccion

1.1. Contexto, justificacion y estado del arte

El oscilador arménico es uno de los modelos mas importantes y mas estudiados dentro de
la fisica. Describe oscilaciones periddicas de un grado de libertad alrededor de un punto
de equilibrio, lo cual establece un marco matématico fundamental para describir una gran
variedad de fenémenos fisicos. Una de sus principales cualidades, y que le da tanto interés,
es la capacidad de aproximar de forma muy simple cualquier funcién potencial que presente

un minimo local, suponiendo pequenos desplazamientos alrededor de ese punto (Figura 1)

] .

X1 X0 X2

Figura 1: Cualquier potencial V(x) puede ser aproximado alrededor de sus minimos por un

potencial cuadrdtico (linea de puntos).

El equivalente de este modelo dentro de la mecénica cudntica y su solucién exacta es una
de las lecciones introductorias estudiadas en cualquier curso elemental sobre este campo

de la fisica.

Este sistema ha sido ampliamente estudiado durante toda la historia de la fisica, mas
recientemente su forma mecano-cuantica. Algunos ejemplos comunes de osciladores armé-
nicos serian: péndulos y muelles, los sistemas clasicos méas bésicos; a&tomos e iones situados
en una red cristalina (formando un sélido), los cuales vibran formando fonones; el campo
electromagnético, que es equivalente a un sistema de osciladores armoénicos independien-
tes, lo cual lleva a su cuantizacién; sistemas de particulas idénticas, cuyas transiciones
de fase vienen dadas en saltos discretos de energia del oscilador arménico cuantico, etc.
[1, 2, 3, 4, 5]

En este estudio se emplean numerosas técnicas matematicas avanzadas y conceptos fisicos
que se han estudiado a lo largo de toda la carrera, y muestra conceptos que aparecen

en muchas de las asignaturas del grado, lo que lo convierte en un estudio especialmente
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interesante como proyecto final.

1.2. Planteamiento y objetivos

Este trabajo constituye una revisién bibliografica acerca de la resoluciéon de un caso par-
ticular del oscilador armonico, en el cual sus pardmetros dependen del tiempo. Este es
conocido como oscilador armdnico dependiente del tiempo, o TDHO (Time-Dependent
Harmonic Oscillator) de forma abreviada. Sus propiedades son de gran interes y la ba-
se de modelos como la teoria cuantica de campos, en el cual es totalmente fundamental.
Este sistema, en su versién clasica, trae consigo una ecuaciéon del movimiento que no es

trivialmente resoluble, y cuya solucién se tratard con detalle en este trabajo.

Dentro del estudio mecano-cuantico, se buscara obtener una expresiéon cerrada del operador
unitario de evolucién y sus elementos de matriz. Con esto, podemos determinar el estado
del sistema (que contiene toda la informacién que se puede conocer sobre él) en todo
momento, para cualquier frecuencia dependiente del tiempo, con tan solo fijar el estado

inicial. Se veran ejemplos al final del trabajo.

1.3. Resultados obtenidos

Se han obtenido soluciones del TDHO dentro del estudio clasico, que han sido luego uti-
lizadas en la obtencién del operador unitario de evolucion, en el estudio mecano-cudntico.
Estas expresiones han sido empleadas en mostrar como estudiar aplicaciones especificas
del oscilador armonico, para cualquier frecuencia dependiente del tiempo, y para un estado

inicial arbitrario del sistema.

1.4. Estructura de la memoria

El desarrollo de este trabajo se divide en tres secciones principales. La primera es el estudio
clasico del TDHO (seccién 3), donde se obtienen soluciones de su ecuacién del movimiento,
en funcién de soluciones de la ecuacién Ermakov-Pinney. La segunda parte y més larga es
el estudio del oscilador arménico en mecanica cudntica (seccién 4), en el que se obtendra
el operador unitario de evolucién de este sistema. Por dltimo, un apartado de conclusiones
(seccién 5), que engloba la discusién de los resultados, ejemplos de aplicaciones de este

estudio, y algunos comentarios acerca del trabajo.
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2. Objetivos

2.1. Objetivos generales y especificos

La primera parte consistird en el estudio clasico del oscilador arménico dependiente del
tiempo, o TDHQO. Como ya se ha mencionado, el sistema estd definido por una ecuaciéon
diferencial de segundo orden, homogénea, cuya resolucién es no trivial. Sin embargo, esta
goza de un estudio extenso y que ha sido completado de forma rigurosa por numerosos
autores en el dltimo siglo. En particular, el uso de la ecuaciéon auxiliar de Ermakov-Pinney
tiene especial relevancia, y sus soluciones se utilizaran profusamente a lo largo de todo el
trabajo [6, 7, 8].

De la misma forma, se realizard un estudio mecano-cuantico del oscilador arménico de-
pendiente del tiempo, o TDQHO (Time-Dependent Quantum Harmonic Oscillator) para
abreviar. El objetivo principal serd hallar una expresién cerrada del operador de evolucién
del sistema, el cual muestra como evoluciona con el tiempo a través de la ecuacién de
Schrédinger. Este estudio ya ha sido realizado por numerosos autores, entre los cuales se
destacan algunos que han sido particularmente tutiles en la investigacién de este trabajo
[9, 10, 11, 12, 13]. En particular, el articulo de Moya-Cessa y Guasti [10] muestra un de-
sarrollo que se seguirda muy de cerca en la seccién del estudio cuantico, como se verd mas
adelante. También cabria mencionar el articulo de Eduardo J. S. Villasenor y Daniel Gé6-
mez Vergel [14], el cual presenta resultados principales que se obtendran en este trabajo,

y contiene una extensa bibliografia acerca de esta materia.

En el transcurso de este andlisis se utilizara el invariante de Ermakov-Lewis [15, 16, 17].
Este ha sido estudiado profundamente para distintas aplicaciones ([18] y sus referencias
recopilan extensamente su historia). Ademés, en el proceso, se hace un breve inciso en el
estudio de este sistema dentro de la imagen de Heisenberg, donde se sacan los operadores
posicién y momento dependientes del tiempo, y se comprueba como las ecuaciones clasicas

del movimiento se cumplen también dentro de este marco [19, 20].

Por tltimo, se estudiara el caso concreto de un oscilador arménico con frecuencia ef, a

partir de los resultados obtenidos en los apartados previos, para asi comprobar su utilidad

a la hora de estudiar modelos que presentan este sistema.

2.2. Beneficios del proyecto

El oscilador arménico dependiente del tiempo es un sistema fisico que constituye el pilar
fundamental de muchos modelos de distintos campos de la fisica. En particular, es de gran
relevancia en Teoria Cuantica de Campos y en Gravedad Cuéantica. Confio en que este
estudio, un exhaustivo ejercicio de aplicacién de técnicas matemdticas y fisicas para el
estudio de un sistema cuantico tan importante, sea de importante en los afios venideros,
en los que tomaré estudios de postgrado y optaré por una carrera de investigador en este

4rea de fisica fundamental.

10
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2.3. Planificacién y recursos

Tal y como se mostrd en el anteproyecto, la siguiente tabla muestra la planificaciéon de
horas del trabajo, dividida en las tres partes principales del trabajo, que se han explicado

anteriormente en la subseccién de estructura de la memoria.

Partes del proyecto Dias | Horas | Fechas

Parte 1: Estudio clasico 14 37 16/01 - 30/01
Parte 2: Estudio cudntico | 77 197 31/01 - 18/04
Parte 3: Conclusiones 23 66 19/04 - 12/05

Tabla 2: Tabla de planificacion del proyecto

Este horario se ha seguido rigurosamente, y no han habido problemas de tiempo. Las
reuniones con el tutor han sido frecuentes, practicamente una vez por semana, y en ellas

se ha ido informando del progreso y resolviendo dudas.

Para varios calculos de este trabajo, se ha utilizado el software Mathematica, cuya licencia

ha sido proporcionada por la universidad. Esta memoria ha sido escrita en IXTEX.

11
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3. El oscilador armoénico clasico dependiente del tiempo

3.1. Planteamiento

El oscilador arménico se puede plantear sencillamente como un movimiento unidimensional
sometido a la accién de un potencial. Considérese, por tanto, una masa puntual m bajo la
accién del potencial cuadratico unidimensional V (x) = kx?/2 (Figura 2 [1]), donde k serfa

la, constante elastica del muelle, y z(t) la posicién, que depende del tiempo.

—Xpm 0 Xy

Figura 2: El potencial de energia V(x) del oscilador arménico simple unidimensional. La

masa oscila con una amplitud x; y energia total F.

Este potencial implica una fuerza F' cuya expresion es:

oV
F=——"— =k 3.1.1
e x (3.1.1)
A partir de la segunda ley de Newton, F' = ma:
0’z 0%z

Reordenando términos quedaria la conocida ecuacién cldsica del movimiento del oscilador

armonico independiente del tiempo,
i+ Q% =0, (3.1.3)
donde 92 = k-m~! y i indica derivada segunda con respecto del tiempo de z.

En particular, buscaremos soluciones de esta ecuacién para funciones €(t) que dependan
del tiempo. Renombrando la posicién x(t) como u(t), que serd la funcién con la que se
trabajard a lo largo de la préxima seccién, la ecuacién (3.1.3) toma entonces la forma
general:

i(t) + Q*(t)u(t) =0 (3.1.4)

que es la ecuacion del TDHO. Esta expresion corresponde a una ecuaciéon diferencial li-
neal homogénea de segundo orden. Su resolucién no es inmediata, y se requieren ciertos

resultados que se van a introducir previo a su estudio.

12
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3.2. La ecuacion Ermakov-Pinney

V. Ermakov [6] introdujo e investigé una ecuacién diferencial no lineal muy semejante a

la del TDHO (3.1.4):

plt) + Q3 (t)p(t) = 3.2.1
() + Q°(t)p(?) 50 (3.2.1)
La solucién hallada por E. Pinney en 1950 [7] es:

p(t) = \JAu? + Buj + 2Curus (3.2.2)

donde w1 (t) y ua(t) son soluciones linealmente independientes del TDHO (3.1.4), y las
constantes A, B y C estan relacionadas mediante C?— AB = 1/W? siendo W el wronskiano
de u1(t) y ua(t). Este wronskiano es claramente no nulo, lo que implica que (C?—AB)~! >
0. Se puede comprobar entonces que la funcién p?(t) es una forma cuadratica definida
positiva, y p(t) > 0 para cualquier instante de tiempo ¢. Esta propiedad serd clave més

adelante.

Proposicién 3.1. Dada una funcion p(t) solucion de la ecuacion Ermakov-Pinney (3.2.1),

la solucion general de la ecuacion del TDHO (3.1.4) adopta la forma:

u(t) = Ap(t) sen (/t /72d(83)> + Bp(t) cos (/t /)Qd(i)) (3.2.3)

Demostracion. Se derivard u(t) con respecto del tiempo dos veces, para después sustituir

en (3.1.4). La primera derivada es:

+ Bp(t) cos </t p;l(ss)) — Bp(t) sen </t pj(i)) 22(0)

Aqui se ha aplicado el teorema fundamental del célculo, que establece que la derivada de

(3.2.4)

la integral es la propia funcién: siendo F(t) = [* f(t)dt, entonces dF/dt = f(t), siempre
que F(t) y f(t) sean funciones bien definidas en intervalos cerrados, como es el caso de p(t),

definida en cualquier intervalo cerrado por encima de 0, sin incluirlo.

Agrupando términos queda:

u(t) = Ap(t) sen(/t st )—l—Altcos(

+ Bj(t) cos (/t de(S)) - Bp(lt) S (/t pgfs))

(3.2.5)
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De la misma forma, derivamos esta expresién para obtener i(t):
= (f ) < amoe ([ 355)

45 () - (/ pj&) 0 - Y d(s ) 7 (3.26)

+ Bj(t) cos ( / pzd(i)) ) sen (/ " )

- B% (p(lt)) sen (/ p2d(83)> p(lt) o8 (/ d(ss)> /)21(15)
Como d(p~t(t))/dt = —p(t)/p?(t), algunos términos se cancelan, quedando:

ii(t) = Ap(t) sen (/t pf(‘i)) N Apgl(t) o (/t pg(i))
+ Bii(t) cos ( / [pd(i) ) -5 ,ﬁl(t) o (/ pzd(ss)> (3.2.7)

= A sen </t pzd(ss)) (p(t) — p31(t))
t ds 1
+ooos ([ 25) (60~ )

Ahora, p(t) es solucién de la ecuacion E-P (3.2.1), por tanto se tiene la igualdad:

= —Q%(t)p(t) (3.2.8)

Entonces sustituyendo en (3.2.7) y reordenando términos:

0 = [ ([ 55) + meos ([ iy oo
=u(t) (—Q%(t))

Obtenida la expresién de i(t), se puede ver simplemente volviendo a la ecuacién del osci-

lador arménico (3.1.4) y sustituyendo que queda:
u(t) - (—Q2(1)) + Q*(H)u(t) = 0 (3.2.10)

y por lo tanto u(t) es una solucién de esta ecuacién como se queria demostrar. O

3.3. Solucion en funcion de valores iniciales

Nos interesa encontrar el valor de las constantes A y B que aparecen en la solucién general
(3.2.3) que se acaba de comprobar. Para ello, se necesita establecer unas condiciones ini-

ciales que las definan idénticamente. Para un instante inicial £y, podemos nombrar estos

{u(to) =u {P(to) = ro (3.3.1)
1(to) = p(to) = po

valores como:

14
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Las expresiones de u(t) (3.2.3) y u(t) (3.2.5) para el instante inicial ¢g toman la forma

ug = Apg sen (/to p2d(2)> + Bpg cos (/to pj(i)> (3.3.2)
Uy = Apg sen (/to de(SS)> + p/(l)cos (/to P;l(i)> (3.3.3)
—i—B,o'ocos(/OpZCl(;) —Zsen(/ol)gé))

y forman un sistema de ecuaciones para A y B. Nétese que el limite de integracion cambia,

va que evaluamos la integral en funcién del instante inicial ¢y3. Aparte, como esta no va a
cambiar en ningiin momento a lo largo de los calculos, podemos considerarla una constante,

y renombrarla como « para ahorrar escritura innecesaria.
to (s
a= / 5 (3.3.4)
p*(s)

Resolvamos el sistema por el método de sustitucién. Despejando A de la primera ecuacién

de (3.3.3):
ug — Bpg cos

A= (3.3.5)
po sen
Sustituyendo A en la segunda ecuacién de (3.3.3):
- B 1 1
Uy = Yo = Bpocosa (po sen o + —cos a> + B (po cos o — — sen a) (3.3.6)
Po sen « Po Po
2
S ([)0 sen o + COSQ) + B (,0'0 cosa — 2 _ po COS v — cosa) (3.3.7)
po sen P P po sen
Despejando B:
. Uo ( . 1 >
ug — — | po sen « + —cos «
B = fo Set & P20 (3.3.8)
( 1 cos” « )
—|—sena+ —
Po Po sen «
Multiplicando por pgsen /pg sen:
(osencct peoma) =i
ug | posena + —cosa | — g po sen «
B= Po 3.3.9
sen? a + cos? « ( )
1
= ug (p’g sen o + —cos a) — g po Sen a (3.3.10)
PO

Una vez obtenida esta expresion de B, podemos volver a la primera ecuaciéon del sistema

15
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(3.3.3) y hallar la expresion de A.
1
up = Apg sen a + [(po sen a + —cos oz) ug — po sen auo} POCOS (3.3.11)
Po
1 1
A= ———— [uo — pp COS & <p0 sen +-—cos a) ug + p% sen « g cos a] (3.3.12)
po sen « Po
_ % (1 — Popo COS o sen o — Cos> a) —+ po cos a1t (3.3.13)
po sen «
% (sen2 a — popo CoS v sen a) —+ po cos a1 (3.3.14)
po sen «
1
= ( sen a — pg cos a) ug + po cos ot (3.3.15)
Po

Ahora que conocemos A y B, podemos reexpresar u(t) sustituyendo en (3.2.3). Sea:

t o ds
55/ (3.3.16)
p*(s)
Entonces:
(/1
u(t) = (sena — po cos a) uo + Po cosauo] p(t)sen 3 (3.3.17)
L\ PO
1
+ Kcos a + posen a) ug — pPo sen auo] p(t)cos
Po
_ [senasenf pocos asen 3 + ppsen acos B + cos acos § p(t)ug (3.3.18)
Po Po
+ [cosacsen Bpg — sen acos Bpo] p(t)to
Teniendo en cuenta las identidades trigonometricas siguentes:
sen(a — ) = sen acos f — cos & sen
(= F) p p (3.3.19)
cos(a — ) = sen « sen 3 + cos a cos 3

y observando que:
to (s t ds to (s t ds
afﬁz/ ,/ :/ :7/ 3.3.20
R I Rl v R Iy (3320
la funcién u(t) se puede simplificar atin més. Volviendo a (3.3.18), queda:
1 to (s to (s
u(t) = | —cos / > + po sen (/ )} ugp(t 3.3.21
Q [po ( e p2(s)) t p(s) oe(t) ( )
</t0 ds ) t)
— po sen —— | ugp(t
PO . p2(s) 0p
1 t ds ) . ( /t ds )}
= |—cos | — —— | + posen | — ugp(t 3.3.22
|:p0 ( /to p2<3) £0 " pQ(S) Op( ) ( )
- Sen<—/td8)a (t)
Po w0 P2(5) 0P

que por la paridad de la funcién seno y coseno, es decir, que

{cos(x) = cos(—x)

sen(z) = —sen(—x)

(3.3.23)
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se convierte finalmente en:
1 t ds . vt ds
u(t) = |—cos / 25)) Po sen / 2(5) uop(t)
po fo P fo P (3.3.24)

+ dopop(t) sen (/t: ;ﬂd(ss))

Esta solucion del oscilador arménico cldsico dependiente del tiempo esta definida de forma
Unica para las condiciones iniciales ug y g, y por tanto, todo lo que multiplica a estos
dos valores es una expresién invariante, independiente de la funcién p(t). Ademads, estos

coeficientes cumplen lo siguiente:

Proposicion 3.2. Sean los coeficientes:

c(t, tg) = pls(t))cos (/t: pzd(ss)> — pop(t) sen (/t: pj(35)> y (3.3.25)

s(t,to) = pop(t) sen ( /t: %) (3.3.26)

Entonces estas dos expresiones son soluciones de la ecuacion del TDHO, ii(t)+Q%(t)u(t) =
0.

Demostracién. Tomemos primero s(t,tg), que es la expresién més corta, y derivémosla dos
veces. Recuérdese que, por el teorema fundamental del calculo, la derivada de la integral
es la propia funcién evaluada en el limite superior de la integral, que en nuestro caso es t.

Procedamos entonces con los calculos:

%(s(t,to)) — pop(t) sen ( /tt p;i;) + pop(lt)cos ( /tt pf(ss)) (3.3.27)
gt = tysen ([ 55) + e ([ 355)
s pi((tt)) o </t: de(SS)> N pz’%) s </t: pgé))
El segundo y tercer término se cancelan, quedando
Seavar-ssrm([ o) B () o
= posen (/ pf(i)> (50~ ) (3.3.30)

que, al ser p(t) solucién de la ecuacién E-P (3.2.1), se simplifica usando la igualdad (3.2.8):

2 t s
%(S(t’to)) = posen (/to pgd(s)) (—2*()p(1)) (3.3.31)

(3.3.28)

Por tanto, sustituyendo en la ecuacién del TDHO:

2 b ods
gz ot 10) + P Os(tt0) = posen (|| 505} (02000 (353
+ Q%(t) pop(t) sen (/t;5 pg(55)> =0
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tal y como queriamos comprobar. Vamos ahora con la segunda expresion, c(t, tg). De nuevo,

derivamos dos veces con respecto del tiempo:

ittt = 5o ([ 5) = s (], 03)
~ Pop(t) sen (/ pj&) B ,op<3> </ p2d(ss>>

gttt = Eeos ([ 255) - o (/) 525)
" p;é?m sen ([ ,oj&) B P3(1)P0 €0 ([ ,o2d<2>>
-matysen ([ ) - Btdlees ([ 565)
+ S ([, 7)oty ()

Simplificando y agrupando términos:

gttt = oo (' 265) (0~ )

~ posen </ ) 10+ 5)

que, de nuevo, al ser p(t) solucién de la ecuacién E-P, se cumple la igualdad (3.2.8),

(3.3.33)

(3.3.34)

(3.3.35)

quedando:

Stettto) = (0)0(0) (meos ([ ) —josen ([ 25)) 2330
= —Q%(t)c(t, to) (3.3.37)

y volviendo a la ecuacién del TDHO, tendriamos que:

82
@(C(t, to)) + Q2 (t)e(t, to) = — Q2(t)c(t, to) + Q3 (t)c(t, tp) = 0 (3.3.38)
quedando asi demostrado. ]

Estas propiedades apareceran méas adelante cuando se trate con el operador unitario de
evolucion, dentro del marco mecano-cuantico de nuestro sistema, el cual se comenzara a

examinar en la siguiente seccion.
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4. El oscilador armoénico cuantico dependiente del tiempo

4.1. Planteamiento

Visto el resultado clasico de las funciones que solucionan la ecuacién del oscilador armoénico
dependiente del tiempo, en esta seccién del trabajo se estudiara su equivalencia dentro de

la mecanica cuantica.

Se va a trabajar dentro del espacio de Hilbert L2(R), que estd formado por funciones

integrables cuadrado y definido por el producto interno:

(6]) :/Rdw (4.1.1)

siendo ¢ y v dos funciones de onda cualesquiera de nuestro sistema.

El hamiltoniano cléasico del oscilador armoénico toma la formas:

p2 1 2.2

Sin embargo, se va a trabajar con una expresion equivalente, que seria:
.~ 1
H= (0 +20) (4.1.3)

donde P y g representan los operadores hermiticos de momento y posicién, respectivamente.
Este hamiltoniano se puede obtener tras una serie de transformaciones, tal y como se
muestra en el anexo del articulo de Moya-Cessa y Guasti [10]. Adem4s, en las siguientes
subsecciones del trabajo, se va a seguir de forma muy cercana el planteamiento de este

mismo articulo.

4.2. Transformaciones unitarias

Se van a definir una serie de operadores unitarios dependientes de las coordenadas § y
p. Estos operadores seran ttiles mas adelante para transformar el estado del sistema a
otro equivalente, con el cual la resolucién de la ecuacién de Schrédinger se simplifica

enormemente. Por el momento, se definird cada uno y su acciéon sobre § y p.

Proposiciéon 4.1. Sea el operador unitario ﬁp(f):

A

Do) = exp (— 5 £ (1.2.1)

siendo f : R = R una funcion real arbitraria dependiente del tiempo. Se comprueba enton-

ces que:
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Demostracion. 1) Desarrollando directamente:
. A i A ; A
Dy(NADY(F) = exp (55703 ) dexp (5 1(0)a°) (4.2.2)

Queremos comprobar si q y D, conmutan, es decir, que su conmutador [q, Dp] sea igual a

0, y asi poderlos cambiar de orden y cancelar ﬁp con ﬁ; (al ser f)p un operador unitario,
se cumple que ﬁpﬁl = 1). Desarrollando la exponencial en serie de potencias, se tiene lo

siguiente:

i

o ()] - ST | (o) ]

Se puede observar que bastaria con comprobar si el operador § conmuta con el argumen-
to de la exponencial (y por consecuencia cualquier potencia de este) para que también

conmute con la exponencial. Rapidamente se ve que:
~ i ~2 i A A2
——f(t =(—=f(t =0 4.2.4
0 (~5pt00) | = (<5p00) [a.d] =0, (42.4)
y por tanto [61, ﬁp} = 0. Por lo tanto, se pueden cambiar los términos de orden, tal que:
D,aDl =4D,Df =g (4.2.5)

2) Con el operador momento p no tenemos la misma suerte, ya que no conmuta con el

argumento de la exponencial de ﬁp. Podemos reescribir la accién de Dp sobre p como:
A ARt _ i A2 J ~2
DypD) = exp (-5 £08%) pesp (5 £(0)a° ) (126)
_a i A2 J ~2
=p+exp < TIAS! > {p,eXp (%f(t)q )] (4.2.7)

Vamos a introducir y demostrar una simple propiedad que va a ser de utilidad aqui. En

general, para dos operadores A y B , se cumple lo siguiente:

[A,exp(é)} — [21, B} exp(B), cuando [B, [21, BH -0 (4.2.8)
Demostracion. Desarrollando en forma de sumatorio tenemos:
[d,oxp(B)] = [A, i:;o ;B] — (48] [AsB] ¢ [4 L8]+ w2
= [A.B]+ 5 (B[4.B] + [4.5] B) (42.10)
+o (B[4 B] 4[4 B)+
Supongamos que se cumple que [B,[A, B]] = 0, por hipétesis. Entonces se tiene que

B[A, B] = [A, B]B. Sustituyendo en la expresién anterior queda:

(A exp(B)] = [4,B] + 2B [4,B] + 5 (B*[A.B] +2[4,B] B%) 4~ (a21)
= [4.8] + ;2B [A.B] + %3@2 [A,B]+- (4.2.12)
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Es facil comprobar por inducciéon que el término n-ésimo sera:
L B A,B| = 1 4, B] (4.2.13)
(n+1)! n!
y por tanto, se tiene el sumatorio:
[A exp(B } Z [ } = exp(B) [A,B} (4.2.14)
quedando asi comprobada. O

Vamos a intentar aplicar esta propiedad en (4.2.7). Comprobemos primero que [E} , [fl, 3]]

- A
sea igual a 0, con A=py B = ﬁf(t)éf, en nuestro caso.

N PR APV B SR S
[4,8] = b 500 = 52 10) [p.7] (4.2.15)
El conmutador de p y 2 es:

.| = alp,a) + [p,a) 4 = —2iha, (4.2.16)
donde se ha aplicado la relacién canénica de conmutaciéon [p,§] = —ih. Volviendo al
conmutador [A, B,

4,B] = f( ) (—2ih)d = f(t)q (4.2.17)

Por tanto [B, [fl, EH se convierte en:

Ay Ik ~2 N 2 A1
(8. [4.8]] = [0, 10a] = Je 0[] =0 (4218)
La condicién se cumple, asi que podemos aplicar la propiedad (4.2.8) en (4.2.7), resultando:
D,pDl =p ‘ 52 i )
pPDp =D +exp (—f(t)q ) {p,exp <2hf( )a )] (4.2.19)
i o Fe
( I (1) > { %f(t)q } exp <2hf(t)q > (4.2.20)
(—f @) s0aesp (5 10)) (4.2.21)
(4.2.22)
que es finalmente lo que pretendiamos comprobar. O

Tomemos especificamente la funcién f(t) = p(t)/p(t), siendo p(t) solucién de la ecuacién
Ermakov-Pinney (3.2.1). Obsérvese como, al ser p(t) estrictamente mayor que 0, esta
funcién esta bien definida y no va a presentar problemas de ceros en el denominador. El

operador ﬁp(f) se convierte en:

D, =exp (—;h’;(gq?) (4.2.23)
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Y aplicando el resultado (4.2.22), se tiene que la accién de D/, sobre p es:
NN OF
DppD;E =p+ Qq (4.2.24)

(t)

El operador Dp, que aparece explicitamente en [10], es el primero de los operadores de

b

transformaciéon que nos interesan. Obsérvese como la accién de D, sobre p representa
una especie de desplazamiento del momento p proporcional a la posiciéon ¢, mientras que
la posicién § se ve inalterada por este operador. En la bibliografia se le suele llamar

"Displacement operator” [21].

Proposicién 4.2. Sea el operador unitario gp(g):

$)(9) = exp (0@ + 5a) ) (1.225)

siendo g : R = R una funcion real arbitraria dependiente del tiempo. Se comprueba enton-

ces que:

Se va a aplicar el lemma Baker-Hausdorff, cuya expresién es la siguiente [4]:

exp(iGN) A exp(—iGA) = A +i)\[G, A] + <Z> G, G, A+
(4.2.27)

A A

oy (mn> GGG, (G A ]+ ...

n!

donde A y G son dos operadores cualesquiera, y A un parametro real. Identificando en

nuestro caso que:
G=@+pq), A=q y A=_g(), (4.2.28)

la expresién (4.2.27) se convierte en:

Sp(9)aSHg) =a+ 27 9(0[ab +04,a] + 5 ( (t)> [6p + D, [P + pa,a]] ... (4.2.29)

El conmutador de gp + pg y § es:
[ap + P4, d] = [4D,d] + [p4, 4] = 4[p, 4] + [p,dlq = —2ihg (4.2.30)

El siguiente conmutador, [p + P4, [GD + DG, G]], recupera el resultado del anterior, y sus-

tituyendo seria:
[ + pd, [GD + pd, 4] = [ap + pa, —2ih ) = —2ih[ap + pq, d] = (—2ih)%q  (4.2.31)
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Es facil comprobar por induccién que, en el sumando n-ésimo de (4.2.29), el conmutador

tendria el valor:

A A A

[4P + P4, [4P + P4, ... [aD + P4, 4]} - .. ] = (—2ih)"q (4.2.32)

Por lo tanto, el sumando n-ésimo de (4.2.29) sera:

% (;hg(t)>n (—2ihyng = :!»n@ (4.2.33)

Con estos resultados, podemos reescribir (4.2.29) como:

(g(t)"

n!

Sp0)asle) =a> — qexplg(t)) (4.2.3)
n=0

quedando asi la primera igualdad demostrada.

2) De la misma forma que antes, vamos a aplicar la férmula Baker-Hausdorff (4.2.27),

ahora para la accién sobre p. Identificando

G=(p+pa), A=p y A= g(t) (4.2.:35)
tendriamos que:
Sp(9)DSp(9) = D+ 5-9(0)ap+ba, Pl + o7 ( 579(t) ) [aD+D4, [P +pa, Bl +... (4.2.36)
El conmutador de gp + pgq y p es:
[ap + D4, D] = [aD, D] + [p4, p] = [, DIp + D[4, P = 2ihD (4.2.37)
y por tanto:
[aD + bd, [P + A, Pl] = [aD + bdl, 2ih ] = 2ih[dD + P4, 4] = (2ih)*p (4.2.38)

Por induccién, se puede comprobar que el conmutador del n-ésimo término seria:
[ap + P4, [Gp + P4, . .. [aD + pa, )] - - . ] = (2th)"p (4.2.39)

con lo que el término n-ésimo de (4.2.36) es:

= (go0) inrp = SO0 (4.2.40)

n! %g n!

y entonces finalmente tendriamos que (4.2.36) se convierte en

o
& (A& S (D" (g@)"
Sp(9)DS}(9) = a Y = = pexp(—g(t)) (4.2.41)
n=0 :
que es la expresién que queriamos comprobar. ]
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Tomando la funcién g(t) = log(p(t)), con p(t) solucién de la ecuacién E-P (3.2.1), el

operador S,(g) se convierte en:

8, = exp ( 5y lox(p(t)) @b + ) (4.2.42)

Conocida la accién de S’p(g) sobre § (4.2.34) y D (4.2.41), tendrfamos:

$,a85 = dexp(log p(t)) = p(t)q (4.2.43)
§ At _ o p
$,pS) = pexp(—log p(t)) = =~ (4.2.44)

—~

t)

Este operador gp, que aparece explicitamente en [10], es el segundo de los que nos interesan.

p

De nuevo, que la funcién p(t) sea solucién de la ecuaciéon Ermakov-Pinney asegura que
siempre es mayor que 0, y por tanto no da problemas al evaluar el logaritmo, lo cual
es increiblemente conveniente. Obsérvese como la accién del operador S'p se asemeja a
un reescalado de p y §, proporcional a p(t), haciendo que la posicién g se alargue y el
momento p se acorte. Por este motivo, en la bibliografia se suele llamar a este operador

"Squeeze operator” [21].

Proposicion 4.3. Sea el operador unitario T, combinacién de los dos operadores D, y

A

S, que se acaban de definir:

A

A A i o { N
T, = 5,Dp =exp (thoge p(t)(ap + pq)> exp <—2hz(t)q2> (4.2.45)

Se comprueba que:

1) qu ,I = p(t)a
2) T, T} =p/p(t) + p(t) 4

Demostracion. 1) Conociendo como actiian D, (4.2.5) y S, (4.2.34) sobre ¢, rapidamente
se observa que:
Tpq ; = pr(AlD; ; = 5,4 ,T) = p(t)d (4.2.46)

W aaa aaoa (0 p(t) .\ a4
1,01} = S,D,p DS =5, (p—f—p(t;q) ! (4.2.47)
_ g ogte g Pt 4.2.48
pP p+ ppt)q p ( : )
p o A
= — +pt)q 4.2.49
o0 (t) ( )
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Un resultado que sera de utilidad mas adelante seria el siguiente. Consideremos la derivada

parcial temporal de Tg:

o1 I R ) i p(t) i
= _ =2 TSty — 2 P 2 v PN
5 = o (Dp p) 711 \ 37 () exp( 2hlogep(t)(qp+pq)> (4.2.50)
.0 [ (t) A A0 1
_ P A <_ loge p(1)(af ) 4251
e %p(t)q) p+ 155, | ~35108 p(H)(AD + B4) (4.2.51)
_ e Wp0p) = p7(t) cagr ot (0 A1) o ) 4.2.52
Noétese que se ha hecho el cambio lA?Z = ZA)/T) A/T,gp = AJ S’p. Desarrollando:
o1} - [ilp(D)is(t) = (A1) & 1o i p(t)
P g 6261 (_p G0 L B ) 4.9.
5t p[ 0 Spa*S) + 2 i (b + pa) (4.2.53)

= p?(t)§> (4.2.54)

En general, para dos operadores A y B cualesquiera, la accién de un operador unitario

sobre el producto de operadores es el producto la accién en cada operador por separado,

es decir:
S,ABS! = 5,A515,B5% (4.2.55)
Volviendo a (4.2.53), finalmente queda:
8TT ~r 1 )
Yo ot Y ls — 22a2 — Pras o a4 4.2.56
ot~ Logp |(pp—p7)a" — (D +D4) (4.2.56)

El operador T}, va a ser de utilidad para transformar la ecuaciéon de Schrodinger en una
expresion equivalente, mucho mas sencilla de resolver, como ya se ha mencionado. Antes

de pasar a ello, es necesario introducir un importante operador adicional.

4.2.1. Invariante Ermakov-Lewis

Sea el operador I P

AN 2
i3 [(p?t)) + (p(®)D = p(1)2)° (4.2.57)
que es el conocido invariante de Ermakov-Lewis [15]. Esta expresién ha sido adoptada de
[10]. Su interés dentro de nuestro estudio del oscilador arménico cuédntico viene en que,
como se va a demostrar a continuacion, transformado bajo la accién de Tp, se convierte
en el hamiltoniano de un oscilador arménico independiente del tiempo y de frecuencia
unidad. Por tanto, podremos trabajar con sus conocidos autoestados |n), que forman una

base discreta del espacio de Hilbert {|n)} 7, v que cumplen 1 = Y">° ; |n)(n|.

25



Estudio del oscilador arménico dependiente del tiempo

Universidad
Pablo Garcia Sabariego Europea
Proposicién 4.4. Dado el operador fp, se tiene que:
N | .
1) I, =T,I,T} = 3 (®* +4?)
or’ dI’
2) -L=0 0
) 5 =0 7
Demostracion. 1) Calculando directamente:
f o 17N o]
! A .« A
I, =T, ;f =1, 3 [(,0) + (pp — pq) ] Tg (4.2.58)
1 q . At
=3 = 4 0’ + p°@” — pppd — ppap | 1) (4.2.59)

-1,
_ 1 N I N Y S POy
=5 l b T+ T,0*0T) + T,5°4T) — Tppppal] —Tpppqugl (4.2.60)

Teniendo en cuenta la accién de Tp sobre § (4.2.46) y D (4.2.49), y lo comentado acerca

de la accién sobre el producto de operadores (4.2.55), tendriamos:

71 1 p2 2 15 N 2 2.2 2. f) N A 2 A f) . A
I, = i+p =+ 54 +ppq —pp| = +pq)a—ppal = +pq (4.2.61)
2| p? p p p
Lo oD hn | on 242 o an 2.9.9
=5 |0 +p p7+;(pq+qp)+pq — ppDP4 — ppdd — p~p°q (4.2.62)
= 5 [@2 4+ 07+ pp(pa+ ap) + p*9%a — pi(pa + ap) — o4 (4.2.63)
Lo .
=3 (q2 T p2) (4.2.64)

donde se acaba de comprobar como [ ;) es simplemente el hamiltoniano de un oscilador

armoénico independiente del tiempo y de frecuencia unidad. 2) Una vez obtenido I /I) =

3 (4% + p?], vamos a calcular su derivada parcial y su derivada total. Por un lado,
oI, 91
“Tp ~2 A2
=0 4.2.65
5t = g (@D ) (4.2.65)

pues G y p son independientes del tiempo. Por otro lado, la derivada temporal total de un
operador se expresa como
— = 0o H(1 4.2.66
dt ot h (t )} ( )
con H el operador hamiltoniano (4.1.3), que en nuestro caso es explicitamente dependiente

del tiempo. Se acaba de comprobar que el primer término de la derivada parcial es nulo.

Vamos con el segundo.

*% [f;”ﬁ(t)] - ’% B (512 + 152) % (f>2 + 92(75)612)} (4.2.67)
= Zh ([612, Az] + [612,92(15)612] + [1327132} 4 162,92(15)612]) (4.2.68)
= = (2i(ap + pa) — 2R3 (£)(@ + ) £ 0 (4.2.60)
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que es claramente distinto de 0. Para los conmutadores de la segunda linea, se ha aplicado

el resultado (4.2.16) y las relaciones de conmutadores pertinentes. O

Estos resultados son légicos viendo lo ya mencionado de que este hamiltoniano corresponde

a un sistema independiente del tiempo.

4.3. La ecuaciéon de Schrodinger

La evolucién temporal de un estado cuantico depende del hamiltoniano del sistema a través
de la conocida ecuacién de Schrodinger,
0 N
ih&\IJ(t) =H(t)U(t) (4.3.1)
o también 5
zha\\ll(t» =H(t)|¥(t)) (4.3.2)
en notacién bra-ket de Dirac. Esta ecuacién es la que proporcionara una primera expresion
para un operador que representa la evolucién de nuestro sistema. Interesaria por tanto

obtener una expresion formal para el estado |¥(t)), solucién de esta ecuacién.

Para ello, se hara lo siguiente, siguiendo de forma cercana el articulo de Moya-Cessa [10].
Primero, transformaremos el estado |¥(t)) en otro equivalente, |p,(t)), mediante el ope-
rador Tp. Entonces, veremos cual seria la nueva ecuaciéon de Schrédinger para este estado
lop(t)). Por dltimo, la resolverfamos, y deshariamos la transformacién, multiplicando por

Tg, para conseguir la expresion del estado |¥(t)).
El estado |¢,(t)) se define de la siguiente forma:

Proposicién 4.5. Sea el estado |p,(t)) dado por la transformacion

lpp(t)) = T, W(1)) (4.3.3)
Se cumple que:
' 8 132 + qQ
Zh&\%(m = Tpg\%(m

Demostracion. Dado (4.3.3), se tiene también la transformacion:

THlep(t)) = TIT, 0 () = 2 (1)) (4.3.4)
Sustituyamos esto en la ecuacion de Schrodinger (4.3.2):
L0 N
iho (T, (1) = HOT L, (1)) (4.3.5)
(o1} 0 o
i | 5 1en®) + Th o leo(®) | = HOT i, () (4.3.6)
4 0 N o1
T} = liop () = H(OT]|i0p(1)) — ih— L1, (1)) (4.3.7)
0 s OT
taplent) = (TR0 - B, T2 ) ) s
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El término de la izquierda ya se encuentra en la forma que se queria. Bastaria con com-
probar el término entre paréntesis. Primero, veamos la acciéon de T}, sobre el hamiltoniano.

Se tiene que:

TAWT] = T,5(0" + Q*(1)a*)T] (4.3.9)
L o B O2 (A2
=5 (Tpp T+ T,0%(t)q Tj) (4.3.10)
1 IA) A 2 2 242
=21, +p4) +Q°(8)p7q (4.3.11)
—1§f+QQ+BCA+M%HY®2” (4.3.12)
3 |z TPa+ (ba+ap p-a 3.

Volviendo a (4.3.8) y sustituyendo(4.3.12) y (4.2.56) en el segundo término de la ecuacién:

PN - oA 8Tg 1 132 L 2A2 P A A PN 2 242
TH(OT) — il — = =5 pela N ;(pq+qp) +Q%(H)pa (4.3.13)
st b w92 P | oan
— T, T [(pp =&~ (@b + pQ)] (4.3.14)
1 152 c2A2 2 242 1 o 2\ A2
=5zt +Q7(1)p7q +§[(pp—p)q} (4.3.15)
1 152 2 249 )
3\ 2 +Q°(t)p"4" + ppd (4.3.16)

Al ser p(t) solucion de la ecuacién E-P (3.2.1), este resultado se simplifica:

1(p? 2 A 1(p* 1 ., 1(p*+¢?
2<p2+( p+5)pi | =5 | 5+ 500 ) =5 (7 (43.17)
Sustituyendo en (4.3.8) se obtiene finalmente:
' a 132 4 q2
ihalep(t)) = 2 lep(t)) (4.3.18)
que es la expresion que queriamos demostrar. O

Nétese que, introduciendo el operador 1 , (4.2.64), la ecuacion (4.3.18) se convertirfa en:
71

ihgzlealt) = Blea(0) (43.19)

Tal y como querfamos, la ecuacién de Schrédinger para el estado |p,(t)) es muy sencilla

de resolver, y se puede hacer de forma inmediata sin mas que despejar e integrar:

jeal®) =exp (305 [ 25 loutta) (4:3:20)

Cabe remarcar que, al resolver la EDO, se introduce la condicién inicial ¢, que aparece

tanto en la integral como en estado inicial |¢,(to))-
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Si deshacemos la transformacion (4.3.3) para volver al estado U(t), la expresiéon (4.3.20)

se convierte en: ) Loy
. (IS s -
T,|¥(t)) = _,[// )T W(t 4.3.21
v(e) = exp (~ 50, [ 25 ) Fulwt0) (1321)

donde py = p(tp). Multiplicando por Tg por la izquierda, se obtiene la expresién:

W(8)) = T} exp (;f,g /t: pf(";) T [0 (t0)) (4.3.22)

que es la solucién general de la ecuacién de Schrodinger (4.3.2) para el oscilador arménico

dependiente del tiempo.

4.4. Operador unitario de evolucion

Dos estados que estan desplazados entre si por una translacién temporal tg — t se rela-

cionan con el llamado operador de evolucién temporal, U (t,t0):
[W(t)) = U(t,to)|¥(to)) (4.4.1)

que por definicién es unitario. Obsérvese que, en (4.3.22), el término que multiplica al
estado inicial |¥(tg)) es un operador que cumple con la forma de U(t,t) en la expresién

anterior. Por tanto podemos definir nuestro operador de evolucién temporal como:
A . i, [t ods .
Ut,to) =T ex <—1’ / > T 4.4.2
( 0) P p i P to ,02(8) PO ( )
Sin embargo, esta forma de expresarlo es dificil de interpretar. Conviene representar este
operador en términos del espacio de posiciones, §, en el que es méas sencillo trabajar con
él. Gracias al invariante Lewis-Ermakov transformado I ; que hemos introducido, esto sera

mucho mas sencillo, como veremos mas tarde. Pero antes, una breve inciso en el estudio

del oscilador arménico desde la imagen de Heisenberg.

4.4.1. Imagen de Heisenberg

Hasta el momento se ha trabajado en la imagen de Schrédinger, en la que tenemos que un
estado |a) evoluciona como:

la) 5 U(t, to)|) (4.4.3)

Dada la unitariedad del operador de evolucién U (t,tp), se tiene que el producto interno

de dos estados, |a) y |3), se mantiene invariante:
(Blay = (BIUT (£, 10)U (1, to) ) (4.4.4)

Si ahora tomamos el producto interno de un operador X, tendriamos que, por la propiedad

asociativa:

(BIX|a) 5 ((BIUT (£, 1)) X (U (t, o)) = (BI(U(¢,0) XU (£, t0))]r) (4.4.5)
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Es decir, podriamos considerar que es el operador X el que evoluciona en el tiempo, de la
siguiente forma:

X LU t0) XUt 1) (4.4.6)

dejando los estados |a) y |3) constantes en el tiempo. Ambas interpretaciones,(4.4.3) y
(4.4.6), son totalmente equivalentes. A esta tltima se la conoce como imagen de Heisenberg
[4]. Es de gran interés en mecédnica cudntica, ya que guarda una enorme conexién con la

mecénica clisica, como se comprobard méas adelante en esta subseccion.

En este nuevo marco de estudio, como podemos comprobar en la relaciéon anterior, son los
observables del sistema los que varian en el tiempo en vez de los estados. En particular,

las coordenadas candnicas § y p pasarian a depender del tiempo, y se reexpresan como:

an(t) = U(t,t0) aU(t, to)

R A (4.4.7)
pr(t) = UT(t,t0) pU(t, t0)

Proposicién 4.6. Los operadores qg(t) y pr(t) toman la forma:

1) an(® =) P (/ pj:s))‘p(“)sen(/t: p2d<>>>q (1.48)
+ plt)plto) se (/tp;l(z)>f>
0 b=t o[ ) e[ ) o

o P
! %0) eos (/. ) P by ®

y ademds se cumple que

Demostracion. Se va a trabajar con los operadores de creacién y aniquilacién, af y a, que

se relacionan con § y p de la siguiente maneras:

hi h
q=\/g(eﬁ+a) y f):z'\/;(fff—&) (4.4.11)

1. R N
—(q+1ip) vy al = —(q — D) (4.4.12)

y también:
a=

El operador [ /’), en términos de los operadores @ y af, es:

2 2
I, = % (a®+9?) = % ( Z) (af +a)? - (\/E) (af —a)” (4.4.13)

a'? + 0%+ afa + aaf — at? - a? + afa + aa') (4.4.14)

(a'a + aal) (4.4.15)
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Como [&, dq = 1, se tiene que aaf — afa = 1, por tanto I /’) se puede reexpresar como:
i P ata s ata + ata L
Ipzi(a a+a'a+1)=nh a+2 (4.4.16)

Podemos entonces reescribir el operador U (t, ty) (4.4.2) tal que:

A~ N 1 A
Ul(t,to) = TpT exp {—ia (&T& + 2)] Ty, (4.4.17)
donde g
o= / = (4.4.18)
to P (S)

||
Q>
/\
~+
~
=
N—
Qj>
—~
~
~
=
SN—

(4.4.19)

(de+;)]Tp€1Tgexp[ ( )} (4.4.20)
o+ 2

(4.4.21)

Il
~»>
8—!—
@}
4
o]
.
Q

usando el resultado (4.2.46). Claramente, las exponenciales no conmutan con §. Para

calcular su accién sobre {, primero, separemos las exponenciales en los productos:
1 1
exp {ia (&T& + 2)] = exp <ia 2) exp (ia dT&)
exp [—ia (&Td + 1)] = exp <—ia 1) exp (—z’a &Td)
2 2

Esto es posible ya que i«/2 es constante, y por lo tanto conmuta con cualquier operador.
Volviendo a (4.4.21):

(4.4.22)

1 1 A
dmg =T exp [ (a*a + 2)} p(t)d exp {—m (eﬂa + 2) T, (4.4.23)
1 1 A
= TJr L, EXP < 2) exp (z’a &Td> p(t)q exp (—z’a 2) exp (—z’a &Td) Ty, (4.4.24)
= T;foexp (ia &T&) p(t)q exp (—ia &Td) T, (4.4.25)
Reescribiendo § en términos de los operadores @ y af con (4.4.11), queda:
A "-I- PN P h ~f ~ . AT A ol
am =T, |exp (zaa a) p(t) i(a + a)exp (—zaa a) T, (4.4.26)
hora .
_ o ata) atexs (—icalta
= p(t) 5 [Tpoexp (zaa a) a'exp ( iad a) Tpo} (4.4.27)
hoa .
L ata) 4
+ p(t) 5 [Tpoexp (zaa a) aexp ( iad ) T } (4.4.28)
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Para continuar, hay que introducir la siguiente propiedad. Sea el operador H= pata, con

5 € C una constante. Entonces se cumple que:

[, F(IT)] = a(F(A) - F(A - 8)) = (F(H + 8) — F(H))a
T (4.4.29)

siendo F(f] ) una funcién del operador H. Esta propiedad se puede demostrar por induc-

cién. En nuestro caso,

A

F(H) = exp(H), y H = —iad'a, con 8 = —ia (4.4.30)

Yendo primero con (4.4.27), tenemos:

p(t) \/E (T} exp(—H)atexp(H) T, | (4.4.31)

donde de momento nos interesa solo:

A

exp(—H)alexp(H) (4.4.32)
De forma similar a como hicimos en (4.2.7), podemos expresar esta expresion como:
exp(—H)alexp(H) = a' + exp(—H) {&T, exp(ﬁ)} (4.4.33)

Es obvio comprobar que esto se puede hacer porque exp(—I:I )exp(ﬁ ) = 1. El conmutador

de a! y exp(H) se puede calcular aplicando la propiedad (4.4.29):
|, exp(H)] = (exp(H + ia) — exp(H)) af (4.4.34)

Entonces, volviendo a (4.4.33):

exp(—H)alexp(—H) = al + exp(H) (exp(ﬁ + i) — exp(ﬁ)) al (4.4.35)
= a' 4 exp(—H)exp(H)exp(ia)a' — exp(—H)exp(H)a!  (4.4.36)
= exp(ia)al (4.4.37)

y (4.4.27) queda:
p(t) \/E {Tgoexp(ia)&ffpo} (4.4.38)
Siguiendo el mismo proceso pero con el segundo término, (4.4.28), quedaria:
exp(—H)aexp(H) = a + exp(—H) [d, exp(ﬁ)} (4.4.39)
donde el conmutador, siguiendo la propiedad (4.4.29), es:

A

{&, exp(]rl)} = (exp(H — i) — exp(I:I)) a (4.4.40)
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entonces volviendo a (4.4.39):
exp(—H)aexp(H) = a + exp(—H) (exp(ﬁ — i) — exp(ﬁ)) a (4.4.41)

= a + exp(—H)exp(H)exp(—ia)a — exp(—H)exp(H)a (4.4.42)
= exp(—ia)a (4.4.43)

y (4.4.28) queda:
h /\.I. . ~ A
)\ 5 [TpoeXp(—za)anO] (4.4.44)

juntando (4.4.38) y (4.4.44), finalmente se tiene que:

. horas At - A
G = p(t) \/; {Tgoexp(m)aTTpO + T;Oexp(—za)ano} (4.4.45)

Ya solo faltaria ver la accién de T;O. Para ello, volvamos a expresarlo todo en términos de
las coordenadas § y p, pues ya sabemos como actia el operador TJ sobre ellas. Usando

(4.4.12), la expresién anterior se convierte en:

. h . 1 .. s - ‘ 1, s

au = p(t) 5 ngOexp(za)\/ ﬁ(q —ip)T), + Tgoexp(—za) ﬁ(q + zp)Tpol (4.4.46)
1 N NP

= p(t) 3 {exp(zoz) (Tpo (q-— zp)TpO) + exp(—ia) (Tpo (a+ zp)Tpo)} (4.4.47)

Ul (8 N
=p(t) 5 [exp(m) (po —i(pop — poq)> + exp(—ia) (po +i(pop — poq)ﬂ (4.4.48)

donde se ha usado que:
Pt ad, = 4 [t D Th = pobd — pod (4.4.49)
podLpo = 00 y poP Lpo = POP — poq, -x.

resultados que se obtienen trivialmente a partir de (4.2.46) y (4.2.49). Siguiendo con los

calculos:
= olt) [;) (explia) + exp(—ia)) — i(pod — fod) (explia) — exp(—ia))|  (4.4.50)

1Ta
= p(t) 5 [qQ cos o + (poP — pod)2sen o (4.4.51)
Po

donde se ha aplicado las formas exponenciales complejas del seno y el coseno,

cosa = explia) +2eXp(_m) y sena = explia) ;?Xp(_ia) (4.4.52)
(3

Simplificando y reordenando términos en (4.4.51):

cos o
qm = p(t) ( P q + po sen ap — pg sen ad) (4.4.53)
0
1
amg = p(t) (cosa — po sen a) 4+ p(t)posenap (4.4.54)
Po

que es finalmente la primera expresién que queriamos demostrar.
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2) Siguiendo un proceso totalmente andlogo al anterior, pero ahora para p, tendriamos:

P = Ul(t, t0)pU(t, to) (4.4.55)
- 1 P 1 -
= goexp [za ala + 2)} T,p gexp {—za (&T& + 2)] 0 (4.4.56)
=T exp [ia <dT& + 1)} (f) + /')(t)(i) exp [—ia (AT& + 1)} T (4.4.57)
PO 2 p(t) 9 PO

De nuevo, podemos separar la exponencial, y los términos exp(ia/2) y exp(—ic/2) se

cancelan, quedando:

. - At p A IPETRN

Py = TPT0 [exp (zaaTa) (p(t) + p(t)q) exp (—zaaTa)] Ty, (4.4.58)
= TpTOexp (ZQ&Td) (p?t)) exp (—1Q&Td) TPO (4459)
+ Tgoexp (z’a&%) (p(t)q) exp (—iad*d) T, (4.4.60)

El dltimo término, identificAindolo con la expresion (4.4.25), es qup(t)/p(t). La expresion

anterior se convierte en:

~ D ~ (t
b = Tf,exp (iaa'a) <pf’t)> exp (—iaala) Ty, + G (4.4.61)

Vamos primero con la accién de la exponencial sobre p. Pasiandolo a su expresion en

términos de a y a':

exp (ia&Td) L —(a' — a)exp (—iad%)

- p(zt)\/? {exp (iadT&) afexp (—ia&%) — exp (mgﬂ&) aexp (—ia&Tdﬂ (4.4.62)

que, como ya se calculé en anteriormente en (4.4.37) y (4.4.43), quedaria:

i

p(t)\/? (exp(ioz)&T - exp(—ia)&) (4.4.63)
y volviendo a (4.4.61):

. < 1 |h o A . pt)
P = Tgom 3 (exp(za)aT - exp(—za)a) Tpo +au— (4.4.64)

34



Estudio del oscilador arménico dependiente del tiempo

Universidad
Pablo Garcia Sabariego Europea
Cambiando @ y a' por p y §, usando (4.4.12), queda finalmente:
b = Ty —— 1 [exp(ia)(@ — i) — exp(—ia)(@ + D)) Ty + 224 (4.4.65)
p(t) 2 p(t)
A a . . : a ., . .. pt) .
= exp(ta (—Z POP—POQ)—GXP -t <+Z pPoP — pog >}+qH
200 [P0 g ~ 0P = o) m e o = D) )]+
(4.4.66)
= ! -i(exp(ia) —exp(—ia)) —i(pop — pod)(exp(icr) + exp(—ia))] + @QH
2p(t) Lpo p(t)
(4.4.67)
-;22 sena — i(pop — pod)2cos a} + MQH (4.4.68)
2 p( ) L oo p(t)
1 [ 4 L ] pt) .
= —— |——sena+ (pop — pod)cosa| + —=qu 4.4.69
) L opo ) p(t) ( )
q pt) .
= — sen a — popcos a + Podcos a] + —=qu 4.4.70
p(t) {p p(t ( )
1 ( 1 ) Po pt) .
=——— | —sena+ ppcosa | § + ——<cosap+ —=q4g 4.4.71
o0 o0 o0 Aty

que es la expresién a la que queriamos llegar.

3) Faltaria ver que py es la derivada temporal de Gp. Para ello usaremos la ecuacion
del movimiento de Heisenberg nos dice que la derivada de un operador en la imagen de

Heisenberg con respecto del tiempo es:

dA(ﬁ(t) _ % [Aurlt), A (0)] + [agﬂ (4.4.72)

donde el hamiltoniano estd también en representacién de Heisenberg, es decir:

A

Hu(t) = U (¢, to)H(t)U (¢, to) (4.4.73)

Utilicemos la ecuacién de Heisenberg (4.4.72) con el operador (g (t). Pero primero, hay
que hallar la expresién de Hp(t). Sustituyendo el hamiltoniano (4.1.3) en la expresién

anterior:
. . 1 o\ A
() = U'(t.10)5 (B° +9*()8°) Ut to) (4.4.74)
1 /4 A A N
=5 (01 10) DUt 10) + R0 (1,10) 8T (8, 10)) (4.4.75)

Ahora, UT(t,to) f)QU(t,to) y ﬁT(t,to) 612(7(t,t0) son simplemente p% y §%, recordando las

igualdades (4.4.7). El hamiltoniano entonces queda as:

Hu(t) = !

5 (B3 + (0ak) (4.4.76)

Tenemos que calcular la parte derecha de la ecuacién de Heisenberg. El ltimo término

representa la derivada temporal de §, todo ello en la imagen de Heisenberg. Al no depender
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del tiempo, este se anula. Por tanto, solo tendriamos que ver el primer término. Este es:

1. - 17, 1/, .
s [QHv}[H} == [Qm 3 (p%{ + qu%{)]
Lo, .
Veamos el conmutador [, p%]:
[@H, fﬁq] = by (4w, D + [4u, Du DH (4.4.78)

Donde, sustituyendo con las expresiones de G (4.4.54) y pr (4.4.71) :

P [ 1 ) N R
(.l = |plt) (-cosa = josena ) -+ pl)msena. (4.4.79)
1 (1 : ) po A p’(t)A}
——— | —sena+ pgcosa | q + ——~cosaD + —=qn
p(t) \po p(t) p(t)
[ 1 : . Po .
= |p(t) (cos a — po sen a> 4, —~cosa p] (4.4.80)
A Po p(t)
. 1 1 ) .
+ |p(t)posenap,——— [ —sena + ppcosa | 4
p(t) \ po
1
= po (cosa — po sen a) cos [, D] (4.4.81)
Po
1 . .
— po sen ( sena + pocosa | [P, d]
Po

= (cosza — popo sen acos a) ih — (sen2 o+ popo sen acos a) (—ih)  (4.4.82)
= (cos%z + sen? a) ih (4.4.83)
_ ik (4.4.84)
que es el resultado que cabia esperar. Asi, volviendo a (4.4.78):
[qH, pfg} — prih+ihpg = 2ihpy (4.4.85)

Finalmente, sustituyendo esto en (4.4.77) tendriamos:

1 N 1
— |4 = —2ihpyg =D 4.4.
g [QH7HH} 57, 2D = b (4.4.86)
es decir, por la ecuacién de Heisenberg se cumple que:
dam(t)
dt

= pu(t) (4.4.87)

tal y como se queria demostrar. O

Este dltimo resultado muestra como existe una notable similitud entre la imagen de Hei-
senberg de la mecdnica cuantica y las ecuaciones de mecéanica clasicas. Podriamos ir atn
mas alld, y comprobar si las ecuaciones de Hamilton, que describen todo el movimiento de

cualquier sistema, se cumplen también.
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Proposicion 4.7. Dentro de la imagen de Heisenberg, se mantienen las ecuaciones de

Hamilton de mecdanica cldsica:

1) ih dqi O _ i agf{ ®)
ot ;gf " (4.4.88)

o dpm(t) . H(t

2) ih TR ih o

Demostracion. 1) Como se acaba de demostrar, la derivada temporal de Gy es py. En el
otro lado de la ecuacién, tenemos la derivada del hamiltoniano con respecto de pp, que

es:
OHp(t) 0 1/, 942 .
— Z Q = 4.4.8
obn 0P 2 <pH * qH) b ( 9

Por tanto, la primera ecuacién es:

thpg = ihDy (4.4.90)
comprobandose la igualdad.

2) Veamos primero la parte izquierda. Por la ecuacién de Heisenberg (4.4.72) serfa:

. df)H(t) o lh ~ A o ]. N A2 242 o Q2 ~ A2
ih i ih [pH;HH} =3 [pH + (pH7Q qH)} =5 [pH7qH] (4.4.91)
Desarrollando el conmutador:
[D#, %] = aw [ba, an) + [pr, ] dn (4.4.92)
Ya vimos que [4g,pm] = ih, por tanto [py,dn] = — [, Pr] = —ih. Volviendo a la
expresién anterior:
(by,a}| = —anih—inay = ~2ihan (4.4.93)
Sustituyendo en (4.4.91) queda:
dpu(t) Q2
in i Y o) = —in0%an (4.4.94)
dt 2
Vamos ahora con la parte de la derecha, que es:
L OHu(t) 0 (1 5 2a0 ) 02
—ih = —ih = Q = —ihQ2 4.4.95

Asi que finalmente vemos que la segunda ecuacién de Hamilton queda:
—ih %Gy = —ihQ%4y (4.4.96)
comprobandose asi que se cumple también. O

Ahora podemos ver como, a diferencia de la imagen de Schrodinger, en la que se suele
trabajar, la imagen de Heisenberg permite visualizar muy claramente si se cumplen las

ecuaciones clasicas del movimiento, lo cual puede resultar de gran utilidad.
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Que se cumplan estas ecuaciones implica, en particular, que en la expresién de qg (4.4.54),
los coeficientes de p y § cumplirian la ecuacién del movimiento del sistema, en nuestro caso
la del oscilador arménico dependiente del tiempo, ¥(t) + Q2(t)1(t) = 0. Estos coeficientes
coinciden exactamente con los de la expresion (3.3.24) que obtuvimos al final del primer
apartado, donde ya comprobamos que, efectivamente, son soluciones de esta ecuacién.
Con este interesante hecho, damos por concluido este pequeno analisis de la imagen de
Heisenberg y seguimos con el estudio del operador de evolucién. Cabe mencionar que,
aunque se va a continuar en la imagen de Schrodinger, se podria seguir con la de Heisenberg
en su lugar. Lamentablemente, este cambio no simplificarda los célculos, con lo cual es

indiferente trabajar en una imagen u otra.

4.4.2. Elementos de matriz del operador unitario de evolucion

Queremos encontrar ahora una expresién cerrada para el operador unitario de evolucién

en la base de posiciones, |g). La funcién de onda en esta base es:

Y(t) = (| V() = (qlU(t, t0)[¥(to)) (4.4.97)

con |U(t)) el estado en el que se encuentra el sistema, |¥(#p)) el mismo estado en un tiempo

inicial ¢g. Introduciendo la relacion de cierre

(o)
1= / dq'[¢")(d'l, (4.4.98)
se tiene que:
v(0) = [ dd{al(t, 1)) (g1 ¥(t) (4499
donde podemos definir
Uy (t,t0) = (a|U (¢, 0)|4") (4.4.100)

como los elementos de matriz del operador de evolucién en la base de posiciones, y
(¢'|¥(tp)) serfa la funcién de onda en el instante inicial ¢y en la base de posiciones. El

objetivo es obtener la expresién de Uy 4 (t,tp). Desarrollandola usando (4.4.2),

~ VN N
Uy (t:t0) = (q| T} exp (—hal,’,) Tpold') (4.4.101)
donde o
o= [ 5~ (4.4.102)
to P*(8)

Introduciendo dos relaciones de cierre mas,
(e.) o B (0.0
1= [ ddaal v 1= [ daa (44.103)
—00 —00

la expresién de Uy 4 (t, to) resulta:

I P U\ s
Uset (10 = [ 4a [ datalTjla)alexp (~ 501, ) @l Tinla) (4.4.104)
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Empecemos por la exponencial. Primero, recordemos que [ ; toma la forma del hamilto-
niano de un oscilador arménico independiente del tiempo con frecuencia unidad. Por tanto,

podemos tomar la base de autovectores |n), tal que:

N 1
Lln) =h (n + 2) In), meN (4.4.105)

1
donde A (n + 2) son los autovalores asociados (la energia del oscilador). En general, hay

infinitos autoestados discretos en este sistema. Por tanto, se tiene la relacién de cierre:
[o¢]
1=>"|n)n| (4.4.106)
n=0

que podemos introducir en (4.4.104) asi:
?

U (t:t0) = 3 [ a7 [ ddtalila)aexs (< 5o 1) malaaiTuld) (1407
n=0

Si se pone la exponencial en forma de sumatorio:
T 4 =1 i \" .
exp <—ho I;> In) = ZO ~ <—h0> (1))"|n) (4.4.108)
n=

Por (4.4.105), el operador f;) multiplicado n veces por |n) serd

(1,)"|n) = {h (n + ;)]n n) (4.4.109)

y por tanto

(4.4.110)

De hecho, en general, si un operador A tiene un autoestado la) con autovalor a, se cumple
que:
eta) = e?a) (4.4.111)

Esto se puede comprobar siguiendo exactamente el desarrollo anterior.

Sustituyendo en (4.4.107) y reordenando:

Ua(tt0) = 3 [ 00 [[aiaitiin aness (<o (n+3)) (i) iTald) (14112

Las funciones de onda (g|n), solucién del oscilador arménico independiente del tiempo,

toman la expresion:

o 3 —a2a?
(q|n) = (W) H,(aq) exp( 2q > (4.4.113)
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con o = +/1/h 'y Hy(zx) los polinomios de Hermite. Ademas, (g|n) = (n|q), pues al tener
valores reales es igual a su conjugado. La expresion de los elementos de matriz del operador

de evoluciéon quedaria:

o0 B . R . oa ) 1
st (t00) = 3 [ 4d [ @B\ alTinla))exp (=i (0 + 3 ) )
n=0
q d

o () s () ()

Faltarfa calcular los elementos de matriz de T ;f y T, po €n la base de posiciones. Se va a

(4.4.114)

buscar la expresién general, esta es:
(alTpld") (4.4.115)

para después sustituir convenientemente (p por pg, por ejemplo). Usando la definicién de

T, se tiene:

(alTplg") = (ql exp <2ihlog p(t)(ap + f)@) exp (_Qih[p)ng) 7) (4.4.116)

Obsérvese que |¢') es autoestado del operador §2. Esto se ve facilmente sabiendo que los

vectores |¢’) son autoestados del operador de posicién §:
@’ld) =aald) = adld) = ¢®d) (4.4.117)

Por tanto, usando la propiedad (4.4.111):

exp (—ip(t)ff) l¢") = exp (—iMQ’2> lq') (4.4.118)

2R p(t) 2R p(t)
y entonces:
T Id) = talesw (5omp0(@D +50)) ) exp (5202 (14.119)
2h 2h p(t)
Ahora, teniendo en cuenta que
ap + pd = 4p — P4 + 2p§ = (4, ] + 2pq = ik +2pq, (4.4.120)

podemos realizar el siguiente cambio:

(T la') = Galexp (gplom )i+ 260)) 1) ex (5 252 (1.4.121)
= (q|exp (;hlog p(t)2f)q> |q') exp (;hlog p(t)ih) exp (—;h[;g;q’?) (4.4.122)

= (q|exp (;log p(t)f)@) |q) exp (—;bg p(ﬂ) exp (—Zp(t)q’z> (4.4.123)

El producto que falta, (g|exp (;log p(t)ﬁ@) |¢), no es tan sencillo de calcular como los

anteriores. Primero, desarrollemos en forma de sumatorio:

(lexp (Flogp0pa) ) = X (Flogo®)) (al (60)" Id) (1.4.124)

n=0 """
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Llamemos f,,(q,q') a la expresién
1 " .
fulad) = (Glosp(®)) tal (50" I¢) (1.4.125)
de forma que
(ql exp (hlogp pq) lq") Z fn 4.q) (4.4.126)
Vamos a buscar una relacién de recurrencia para f,. eremos el término n + 1:
/ i e n /
fri(aed) = (logn®)  (al (6" (5|4 (14.127)
i il n /
= (Giosp0) " [ aatal 60" 10)al 60) I (4.4.128)

Se puede ver que esta expresién contiene f,, (4.4.125). Entonces, sustituyendo queda:

frr(a.d) = 71ogp(t) [ dafula.d)(al (5o (1.4.129)

Ademés, cuando n = 1, tendremos que:

Fia, o) = Tog p(t)(al (6|4 (1.4130)

lo cual aparece tambien en la expresion. Es decir, se tiene que:

Jn+1(a,q /dqfn 4,9 1(q,4) (4.4.131)

Calculemos ahora fi(q,¢'). Se introducird otra relacién de cierre, esta vez con vectores |p’),
dentro de (4.4.130):

Fila ') = 310z (1) {al (54) I (4.4.132)
= %logp(t) q'(alplg’) (4.4.133)
ﬁlogp /dp {alplp")(v'|d") (4.4.134)
flogp /dp {alp")(0'1d") (4.4.135)

donde se ha usado que los vectores |p) son autoestados del operador p, y por tanto p|p’) =
p'|p’). Las funciones (q|p’) y (¢'|¢’) tienen una forma conocida, pues son las expresiones

del momento en base de posiciones y viceversa. Estas son:

/ 1 i,
(q!p>:\/ﬁexp 4P

: Z. (4.4.136)
Nty — o (_ ' /)
Wla) = o= exp { —gdp
Introduciéndolas en (4.4.135) queda:
1.9, 49 —log p(t p'p'exp pq_q -
filg,q") = hl d = ( " (4.4.137)
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Introducimos ahora la funcién generalizada delta de Dirac, §(q, ¢'), que adopta la siguiente

expresion:
1 )
6,’:—/d’e ('—’) 4.4.138
(0.0) = 5 5 | dp'exp {37/ (a— ) ( )
Como se puede observar, es practicamente igual a lo que tenemos excepto por el término

p’ extra de nuestra expresién. Sin embargo, es inmediato comprobar que:
- (q, / dp’ < )) (4.4.139)
3 = €x - <.
o7 p'exp (¢—q
Sustituyendo entonces en (4.4.137):

ilasdl) = ~log o0/ 55004 ) (1.4.140)

Volvamos a f,,+1. La expresién (4.4.131), segtin lo que acabamos de obtener, se transforma

en:

far1(q,q") = —log p(t) a . / dqfn(q,9)6(q,4) (4.4.141)
Por definicién, la delta de Dirac cancela la integral y elimina la variable §. Queda entonces:

fry1(q,q') = —log p(t)d 9 ,fn(Q7 ") (4.4.142)

que es la relacion de recurrencia que buscabamos. Esta expresion nos indica que para pasar
de n a n+1 se ha de multiplicar f,, por todo lo que va a su izquierda. En particular, si se

quiere pasar de n = 1 a n + 1, tendriamos que multiplicarlo n veces. Por tanto se da que:
/ / a " /
far1(a,¢) = (—logp(t)q aq,) fila.d) (4.4.143)
y para f, claramente tendriamos:
/ / 8 nl /
fnlg,q') = ( —log p(t)q o file.q) (4.4.144)
8 n
= (10g p(t)q’aq,> (q,9) (4.4.145)

Si regresamos a la expresién (4.4.126), y sustituimos f,,, queda:

i » > 1 a\"
(g exp (hlog p(t)pq> )= <—10g p(t)Q’8,> 5(q,4) (4.4.146)
2 q
)
= exp (—log p(t)(/aq,> (q,q") (4.4.147)
ql
= 5( , ) 4.4.148
“ (o) A
Donde se ha aplicado que:
exp <—logp(t)c/8,> 5(0,4) = 6 (g, exp ™*1q) =6 (q, ¢ ) (4.4.149)
dq p(t)
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que es una propiedad que aparece en algebra de Lie [22], siendo una caso particular del

"shift operator" [23]. En general, se comprueba que:

exp (V)2 7| £(z) = fO)

g N (4.4.150)
exp |-tz 1| £(0) = £ (5)
Con esto, ya tenemos todos los términos de (4.4.123), y uniéndolos queda:
3 1 i p(t) 1o q
q7,|q¢") = exp (—logp t ) exp (—q ) 0 (q, 4.4.151

Dado este resultado, el corchete con Tg seria:

T i) = TT10) = exp (~1oestt)) e (5000 ) o (4 05)  (aas

donde la barra horizontal indica el complejo conjugado de lo que hay debajo.

Ya tenemos todos los factores de U,y . Regresando a su expresion (4.4.114), tendriamos
que primero sustituir los corchetes de Tp y T; que se acaban de calcular con las variables

pertinentes. Estos son:

<q|ﬁ|5> = exp <—élog p(t)) exp <2ih pgt; > ( (1) ) (4.4.153)
(dlTpold") = exp (—élogpo) exp< %ZE /2) ( p0> (4.4.154)

y sustituyendolos en la expresion:
i p(t)
Ugq(t,to) Z/dq/ dgexp <—logp( )> exp <2p(t

(el 58010
exp (—21}1(61 + )) n'2”\ﬁ ( ) (\‘})

Agrupando términos:
Uy, (t;t0) Zg/qu/quveXp {—;log (p(t)po)] exp [;h <2qu2 - quaﬂ
) ((j, p?ﬂ) 5 ((j,z;) exp (V—ia (n + ;)) exp (—;h(q +q )) (4.4.156)
e (7)™ ()

Igual que se hizo antes, por definiciéon de la funcién delta de Dirac, las integrales se cance-

larén, y las variables ¢ y ¢ seran sustituidas por q/p(t) y ¢'/po, respectivamente. Entonces
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tenemos que:
s 1 i (p() po
Ugg (tto) =D exp [—log p(t)po ] exp [ =gt - qa)]
) 1 1 q2 ql2
exp (—w (n + 2)) exp [_271 (,02(1‘,) + =z (4.4.157)
1 q q

—H,| ——— | H,

nl2n/mh " (p(t)ﬁ) " <p0\/ﬁ>
A continuacién se usard la férmula de Mehler para polinomios de Hermite [24]:

o0
Hy(x)Hn(y) o _ 212 2zoyw — (2% + y*)w?

4y 1
p(t)Vh poVh

los argumentos de los polinomios de Hermite. Aplicindola, la expresién del operador de

en la cual tomaremos w = exp(—ion), y © = que son simplemente

evolucién (4.4.157) se convierte en:

2q¢ _, e 7%\ _a 1
U, (t.tn) = w_ = ol
o (& fo) = exp { [p(t)pohe <h02(t) ThR)C | T
1

exp [—;log (p(t)po)} 7 P Bﬁ (%;f - quQ)] (4.4.159)

1 [ ¢ q? —io/2 —2io\—1/2
|- (g + )| o=

Simplifiquemos términos. Por un lado, las dos tltimas exponenciales se pueden unir como:

e (1 — e 2oy V2 - [ (1 e—%v)}_m (4.4.160)
. . —1/2

- (ew - e—m) Y (4.4.161)

= (2i sen J)—1/2 (4.4.162)

Por otro lado, la primera exponencial de (4.4.159) se puede separar como el producto:

i 2(](], e—io q2 N ql2 e—2icr
- ex — | —=—< — | —/—/—/————
 p(t)poh 1 — =20 P hp*(t) ~ Tpg ) 1 — e %e

r 2qq/ 1 :| q2 q/2 1
= . . - =4+ = | — 4.4.1
P | pohar o] P | "\ 52 T ri ) @ 1 (4.4.163)

[ aq i ¢ q° 1
= — , 4.4.164
P L p(t) poh sen a} P [ <hp2 t) + hpd | e¥io —1 ( 64)

Finalmente, juntando estos célculos y organizando términos en (4.4.159), la expresién de

exp
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los elementos de matriz del operador unitario de evolucion Uy (t,%o) es:
1 [ip(t) 1 ) 1 } 2}
Uy, (t,tg) = — —
o) oo |55 (505 779) ~ "Pemo )
3 (') ~ o= 7}
X (V)
2h 2 hp? 2i0) — 1
s po(exlp( io) —1) (4.4.165)
| ¢ -
P { 28 (p ),00)} Vrh2iseno

t
dondeaE/ 2ds )
tOP(S)

4.4.3. Comprobacién

Ahora que se ha obtenido una expresion cerrada de los elementos de matriz del operador
unitario de evolucién, convendria comprobar si cumple con la ecuacién de Schrodinger.

Tomando la expresion (4.3.2), podemos realizar la siguiente transformacién, usando (4.4.1):
0 N
zha\\ll(t)) = H(t)|V(t)) (4.4.166)
0 .
= ih Ut to)[¥(to)) = H(OU (L, t0)[¥ (to)) (4.4.167)

Como la ecuacién se cumple para todo estado |¥(t)), se debe cumplir también para el

propio operador, con lo cual podemos eliminar los vectores |¥(t)), quedando:

ih%f](t, to) = H(t)U(t, to) (4.4.168)

que es la ecuacién de Schrodinger en su forma en funcién del operador unitario de evolucion.

Multiplicando por (q| y |¢’) en ambos lados:

.0 A PPN
qith—; ,to)|lq9 ) = \4q ,10)|4 <X
{alihz, Ut to)] ") = gH)U(t,t0)ld) (4.4.169)
0, A NN
=>Zﬁ5<QIU(t,to)IQ’> = (gIH(t)U(t,t0)|d) (4.4.170)
L0 o
:zhaqu/ (t,to) = (q|H®)U(t, t0)|q") (4.4.171)
ueremos expresar el lado derecho en funciéon de U, . Se tiene que:
Q p aq q
N 1, R
(@ROT ¢ t0)ld') = {al (6° + 2%0%) Ut t0)ld) (4.4.172)
1 54 1 5. on
= (al5p*U(t:10)la') + (al5;2°4°U (¢, t0)d') (4.4.173)
El segundo término se puede desarrollar como:
122 ' Q? A 275 /
s s LO = 5 s L0 SE.
(U bo)ld) = —-(ala™U(t, to)lg) (4.4.174)
Q2 2 3 /
= U 1)) (4.4.175)
= 7(] qu/(t,t()) (44176)

45



Estudio del oscilador arménico dependiente del tiempo

Universidad
Pablo Garcia Sabariego Europea
donde se ha aplicado que, al ser |g) autoestado de §, (g% = ¢*(q|.
El otro término, con el operador momento cuadrado P2, seria:
1,
(al 550t o)) / g {alp |q (@0t t0)ld) (4.4.177)

- [ aq / dp' = (alpl) (0|}l O (1, 1) ) (4.4.178)

Aqui hemos introducido dos relaciones de cierre, que convierten el dltimo término en

Uy (t,t0), y que nos permite operar p® ya que [p’) son autoestados de este operador:
1. 5x _ 1 _
(al3520 (¢ t0)l) = [ dd [ dddp 5o ale)@'10) Ui 0 t0) (44179
Recordando las expresiones de (¢[p’) y (p'|G) (4.4.136), tenemos que:
1 1
~p2U(t, o) dq [ dgdp’=p”=— —p'(q—q)| Usy (L, t 4.4.180
(q!2 0)ld) / q/ qdp p22h p[hp(q q)} g (tto) — ( )

Pero recordando la expresién de la delta de Dirac (4.4.138), se puede comprobar que la

derivada segunda respecto de ¢, por —h?, es

62
—hQa 70(0,0) = 5~ / dp'p”exp [hp (¢— Q)} (4.4.181)

y por tanto, sustituyendo:

1 54
<q|5f>2U(t,to)\q’> Z/dq/dq 5( @)Uqq (L, 20) (4.4.182)
—h? 9?2 5 -
- 557 [ 430 (¢, 10)3(0,) (4.4.183)

Por la paridad de la delta de dirac, se cumple que §(z) = d(—=z). En particular, d(q,§) =
0(q,q). Haciendo este cambio, podemos eliminar la integral y la variable ¢ aplicando la

definicién de la delta, quedando:

~ —h? 9?
A2 !
Ult,to)ld) = —— =

(q] Uy (t, t0) (4.4.184)

DN |
e}

Sustituyendo estos dos resultados (4.4.176) y (4.4.184) en (4.4.173), finalmente quedaria:

h? o2
294

L0 Q(t
Zh*qu’ (t,t0) = ( )q2qu’ (t,t0) —

ot 2 Ugg (t,to) (4.4.185)

Solo faltaria, por un lado, derivar dos veces con respecto de la posicion ¢, y por otro lado,
derivar con respecto del tiempo. Entonces, aplicando que p(t) es solucién de la ecuacién
E-P (3.2.1), simplificar y ver la igualdad se cumple. El calculo es sencillo y directo, si
bien tedioso y largo. Se ha considerado que su desarrollo no aporta nada mas alla de
todo lo que se ha mostrado en este trabajo hasta el momento. Sin més que afirmar que el
operador unitario de evolucién U,y cumple la ecuacién de Schrédinger, y que por tanto

este resultado es totalmente valido, este estudio se da por concluido.
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5. Conclusiones

5.1. Resultados y discusién

Se ha completado exitosamente un estudio detallado del sistema, oscilador arménico depen-
diente del tiempo, tanto en mecanica clasica con el uso de la ecuacién Ermakov-Pinney,
como su equivalente en mecanica cuantica, en términos de operadores de evolucién. Se
ha conseguido obtener una expresién del operador unitario de evolucién, el cual describe
completamente la evoluciéon temporal de cualquier estado dentro del sistema del oscilador
armonico dependiente del tiempo. Se ha comprobado cémo el uso de la ecuacién auxiliar
Ermakov-Pinney y sus funciones solucién p(t) son una gran ayuda a la hora de resolver la
ecuacion del TDHO. La conexién entre las soluciones de la ecuacién E-P y las del TDHO
es clave a la hora de obtener el operador unitario de evolucién del sistema. El hecho de que
las funciones p(t) sean definidas positivas permite que se puedan introducir la transforma-
cién Tp sin problemas en nuestros célculos. Ademas, el uso del invariante Ermakov-Lewis
resulta fundamental para simplificar la resolucién de la ecuacién de Schrodinger, pues se
da el caso de que, bajo la transformacién T p» 1os enfrentamos al hamiltoniano del oscila-
dor arménico independiente del tiempo con frecuencia unidad, cuyos autovalores son bien

conocidos.

Para concluir este trabajo, se va a proponer un caso particular de oscilador arménico con
frecuencia dependiente del tiempo. Haciendo uso del operador unitario de evolucién que
hemos calculado, vamos a ver como se comporta este sistema para un estado arbitrario.
Consideremos que nuestro estado inicial, | (¢, tg)), estd caracterizado por una funcién de

onda con forma gaussiana:

1/4
V(g tg) = (7r2a2> exp (—z%/a?) (5.1.1)

Tomemos el caso de una frecuencia exponencial, ) = e’. La ecuacién del TDHO (3.1.4)
seria:
i(t) + e*tu(t) = 0 (5.1.2)

Como puede comprobarse, la solucién de esta ecuacién diferencial es:

u(t) = e1do (et) + 2e2Y) (et) (5.1.3)
donde Jy(z) y Yo(x) son las funciones de Bessel de primer y segundo orden [25], y ¢l y ¢2
constantes. Tomando cada solucién por separado:

(5.1.4)

podemos formar la siguiente funcién p(¢) solucién de la ecuaciéon E-P (3.2.1), sustituyendo
en (3.2.2):

plt) = \/ IR () ~ T YR () (5.1.5)
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donde se ha tomado que A = 1, B = —712/16 y C = 0. En efecto, podemos comprobar
que la relacion C? — AB = 1/W? se cumpla, con W el wronskiano de u1(t) y ua(t). Por

un lado,
2 up_T 5.1.6
Cc* — =16 (5.1.6)
Por otro lado, el wronskiano es:
. ) 4
W = ul (t)’u,g(t) - uQ(t)ul (t) = ; (517)
y por tanto:
1 72
- 1.
w2 16 (5-1.8)

viéndose asi que son iguales, y por tanto estas constantes estdn bien elegidas. Ahora,

introduciriamos la funcién p(t) dentro de Uyy (t,t0):

AR () - 2R () .

Ugq (t,to) =exp 5
2 2772
2h\/ Ji (e") CQY (e?) <\/0%Jg (et) 7212 C%XO2 (et))

1

2
- q
h (\/C%Jg (ef) — ZRY2 (et)> (exp(2ic) —
1 (ipo 1 > 2

——|—= ) 5.1.9
P {{ 2h (po P2 hp(exp(2ic) — 1) q ( )

1 2
exp | =5 log (\/cfjg (et) — —c2Y2 et)p )] 21 —

/

qq
h\/ Jo (et) 2C%Y02 (et)posena]

Hemos obtenido asi la expresién del operador unitario de evolucién para este sistema de

exp

ejemplo. Ahora, se podria ir méas alla. Recordando (4.4.99), el estado en cualquier instante

de tiempo vendria dado por la integral:
t) = / dq'Uy. o (t,t0)¥ (¢, to) (5.1.10)
R

con ¥(¢,tp) la funcién de onda en el instante inicial (5.1.1). Resolver esta integral nos
daria una expresién del estado () en funcién de la posicién ¢, y podriamos representar
valores como la varianza de la posiciéon o el momento en el tiempo, los cuales proporcionan

informacién que puede ser de gran utilidad en el estudio de estos sistemas.
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5.2. Futuras lineas de trabajo

Este trabajo se podria continuar de muchas maneras. Se podria hacer un andlisis similar
del oscilador arménico dependiente del tiempo haciendo uso de los operadores de creacién
y aniquilacion, asi obteniendo el operador unitario de evolucién en funcién de estos. Gran
parte de la bibliografia ya mencionada trabaja con estos, en lugar de q y p. Otro intere-
sante estudio seria el de los estados coherentes del oscilador, cuya evolucién puede ser
analizada directamente a partir de los elementos de matriz del operador de evolucién que
se ha calculado. También se podrian haber estudiado otros ejemplos, y haber obtenido sus
funciones de onda mediante la integral (5.1.10), para més tarde representar valores como
la incertidumbre en la posiciéon o el momento, igual que se hace en el articulo [9] (figura
3).

Este estudio, como ya se ha mencionado anteriormente, tiene aplicaciones dentro de teoria
cudntica de campos y gravedad cudntica, por lo que también se podrian seguir multiples

lineas de investigacion dentro de esas y otras ramas de fisica fundamental.
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