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RESUMEN

En este trabajo de fin de grado estudiamos las propiedades que definen una estrella de
neutrones con materia oscura (DANS) y c6mo estas afectan a su estructura, principalmente
a las curvas de Masa-Radio y perfiles de presién y densidad. Las DANS son estrellas
de neutrones que debido a su elevado campo gravitatorio y larga vida, han conseguido
acumular cantidades sustanciales de materia oscura en su interior. Modelizamos las DANS
como una estrella formada por dos fluidos perfectos sin interacciéon entre si mas alla de
la interaccion gravitatoria, esto nos permite usar las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-
Volkoff de dos fluidos para calcular su solucién hidrostatica. Las ecuacién de estado que
hemos utilizado para la materia bariénica es la de Hebeler et al. (2013) [1], mientras
que la materia oscura la hemos modelizado como un gas ideal de Fermi completamente

degenerado de espin 1/2.

Hemos encontrado que las DANS dependen de cuatro pardmetros: su masa M, su fraccién
de materia oscura A y las dos ecuaciones de estado usadas para describir cada componente
de materia. Para particulas de materia oscura con masa m, ~ 1GeV encontramos que
aumentar la fraccién de materia oscura (i.e. anadir materia oscura) resulta en una estrella
mas compacta. Dependiendo de m,, la materia oscura se acumula de forma distinta: para
masas grandes esta se acumula en forma de nicleos dentro de la DANS, mientras que para
masas mas ligeras tenemos una acumulacién en halos de materia oscura. Dependiendo
de como se acumule la materia oscura en la DANS, el efecto de compactar asociado a
aumentar A se puede ver fortificado en el caso de un nticleo o diluido en el caso de un
halo. Finalmente, hemos encontrado que existe un valor maximo de la fraccién de materia
oscura (Amae) siempre que esta se almacene en forma de nucleo. Este valor depende de
todos los parametros de nuestro modelo y nos permite establecer una cantidad maxima

tedrica para cada DANS.

Palabras clave: Estrellas de Neutrones, Materia Oscura, Ecuaciones de Estado, Estruc-

tura estelar.
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ABSTRACT

In this undergraduate thesis we study the properties that define Dark matter Admixed
Neutron Stars (DANS) and how they affect their structure, mainly their Mass-Radius
relations and the profiles of pressure and mass. DANS are neutron stars that, due to their
strong gravitational field and long life, have been able to capture a substantial amount of
dark matter inside them. We model the DANS as a two-fluid star made up of two perfect
fluids whose only interaction between them is gravitational. This approach allows us to use
the two-fluid Tolman-Oppenheimer-Volkoff equations to calculate the hydrostatic solution
of the DANS. We describe the baryonic matter by using the Hebeler et al. (2013) equation
of state [1], while we describe the dark matter as a completely degenerate ideal Fermi gas
of spin 1/2.

We have found that DANS depend on four parameters: the mass M, the dark matter
fraction A\ and the two equations of state used for dark and baryonic matter. For particles
of dark matter whose mass m, ~ 1GeV, we have found that increasing A (i.e. adding
dark matter) leads to a more compact DANS. Depending on m,,, dark matter accumulates
differently: If the mass is large then the matter accumulates as cores inside the DANS while
for smaller masses we see an accumulation in the form of a dark matter halo. Depending
on how the dark matter is distributed, the compacting effect associated with the increase
of A can be altered: in the case of a core the effect is heightened while for a halo it is
reduced. Finally, we have found that there is a maximum value for the fraction of dark
matter stored inside a DANS (\qz), only if the dark matter is stored as a core. The
value of A\j,q, depends on all of the previously mentioned parameters, and it allows us to
establish an upper bound for each DANS.

Keywords: Neutron Stars, Dark Matter, Equations of State, Stellar Structure
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1. Introduccion

El estudio de la estructura estelar es un area de la fisica que integra varios conceptos fisicos
como son la gravitacion, fisica nuclear e hidrodindmica. Lo que convierte a este area de la
astrofisica en un campo de gran interés académico y de investigacién. Entre las estrellas

mas estudiadas, uno de los subgrupos de mayor interés es el de los objetos compactos.

1.1. Objetos compactos

Los objetos compactos son cuerpos astrondémicos en los que los efectos relativistas son
relevantes [2]. Cuando se habla de objetos compactos los astrofisicos se suelen referir a
una Enana Blanca (White Dwarf) (WD), una Estrella de Neutrones (Neutron Star) (NS)
o un Agujero Negro (Black Hole) (BH) [3]. La formacién de estos cuerpos ocurre tras el
consumo de todo el combustible nuclear de una estrella convencional la cual, dependiendo

de su masa, se convierte en uno de estos objetos compactos [4-6].

Los objetos compactos difieren de las estrellas convencionales en coémo mantienen su equili-
brio. Mientras que una estrella convencional contrarresta la presién de la gravedad median-
te las reacciones de fisién nuclear, los objetos compactos deben su estabilidad a mecanismos
mas complejos. Las WD y las NS mantienen su estructura gracias a la presion de dege-
neracion de electrones y neutrones respectivamente, recibiendo asi el nombre de estrellas
degenerada [5]. Los BH, sin embargo, no tienen estructura, son estrellas totalmente colap-

sadas que acumulan toda su masa en un tnico punto al que llamamos singularidad [2,4].

1.2. Estrellas de neutrones

Otra diferencia que hace interesantes a los objetos compactos es su gran densidad en
comparacién a estrellas convencionales de su misma masa [5]. En especial, las NS son las
estrellas conocidas con mayor densidad [3], ddndonos a entender que son el ultimo paso
en el colapso de los objetos masivo antes de llegar a los BH [4,5]. Estas caracteristicas
hacen de las NS excelentes entornos para comprobar nuestro entendimiento de fisica de
altas energias y gravitacion, sirviendo como un laboratorio astrofisico para estudiar los

estados de materia més exdticos, los cudles son irreproducibles en la Tierra [7].

Debido a necesidad de Relatividad General (General Relativity) (GR) para estudiar los
efectos gravitatorios de los objetos compactos, en 1939 Tolman, Oppenheimer y Volkoff
estudiarian la curvatura del espacio-tiempo generado por un objeto compacto simétri-
co, llegando asi a la ecuacién de equilibrio hidrostatico de GR, también conocida como
ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff [8,9]. En especial Oppenheimer y Volkoff estu-
diaron el equilibrio de un fluido de neutrones modelizado como un Gas Ideal de Fermi

Completamente Degenerado, siendo este el primer modelo teérico de las NS [9].
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Desde 1939, avances en la teoria que describe la materia a tan altas energias y medidas de
NS han conducido la necesidad de actualizar ese modelo de NS por uno que concuerde con
las medidas astrofisicas [10]. Las medidas experimentales actuales nos dicen que la masa de
las NS tienen que estar entre 0.77 Mg [11] y 2.072 Mg [12], mientras que los radios estan
entre 10km [11] y 13.02km [13]. El problema es que, como se coment6 anteriormente,
en las NS las densidades son tan elevadas que atin no se tiene un modelo cominmente

aceptado para describir la ecuacién de estado de una estrella de neutrones NS [1,14].

1.3. Materia Oscura

Simultaneamente a todo este estudio de estructura estelar, medias de la velocidad de
dispersién de galaxias en el cimulo de Coma [15], las curvas de rotacién de galaxias [16] y
medidas del Fondo Césmico de Microondas (cosmic microwave background) (CMB) [17]
nos han mostrado la necesidad de la Materia Oscura (Dark Matter) (DM) para poder
entender nuestro universo [18], haciendo de la DM otro tema de gran interés de la fisica

moderna.

Gracias a las medidas de la colaboracién Planck, sabemos que originalmente nuestro uni-
verso era un 20 % de DM [17-19]. Aunque hayamos encontrado evidencias de su existencia,
las propiedades de la DM son ain un misterio y actualmente hay varios candidatos para
explicarla. Sin entrar en detalle en las caracteristicas de cada uno, los principales candi-
datos son Particulas Masivas con Débil Interaccion(Weakly Interacting Massive Particles)
(WIMPs), gravitinos, neutrinos estériles y axiones, todos de ellos candidatos de particulas
de DM [18].

Medir las caracteristicas de la DM es un reto global que cuenta con diferentes experimentos
internacionales trabajando en encontrar mas informacién sobre estas. Los experimentos se

pueden dividir en cuatro tipos dependiendo de como intentan medir la DM [18].

= Medicién Directa. Miden interacciones directas entre DM y Materia Barioni-
ca (Baryonic matter) (BM). El principal experimento en esta categoria es DA-
MA /LIBRA, el cual usa cristales de Nal(T1) y afirma haber encontrado evidencia
de particulas DM en el halo galdctico [20]. Aunque hay experimentos como ANAIS-
112 que usan el mismo montaje y aiin no han podido confirmar los resultados de
DAMA/LIBRA [21].

= Medicién indirecta. Miden procesos de decaimiento de DM en particulas del mo-
delo estandar (BM) como fotones o neutrinos. Este tipo de experimentos esencial-
mente son telescopios de rayos gamma como el caso de Fermi-LAT [22] o telescopios
de neutrinos como ICECUBE [23] o KM3NeT [24].

= Colisionadores de particulas. Buscan generar particulas de DM mediante la co-

lisién a altas energia de particulas de BM. El tnico colisionador que puede llegar a



Sobre las estrellas de neutrones con materia oscura Universidad
Diego Garcia Tejada Europea

conseguir esto es el LHC [18] aunque atin no ha habido evidencias de la generacién

y deteccion de materia oscura mediante este método.

= Mediciones cosmolégicas. Buscan medir efectos de la DM en la estructura del
universo y delimitar sus propiedades. El principal experimento dedicado a esto es
el satélite Planck [17] pero también telescopios como Euclid pueden generar nuevos
datos de fuentes diferentes al CMB [25].

1.4. Estrellas de neutrones con materia oscura

Recientemente, las NS han captado la atencién por ser buenos candidatos para el estudio
de la DM [7]. Gracias a su gran campo gravitatorio y su larga vida (10'°afios) [7] se
espera que las NS, a medida que orbitan los niicleos galacticos donde la densidad de DM
es mayor, capturen esta DM [26] formando un sistema de dos fluidos, al cual denominamos
como Estrellas de Neutrones con Materia oscura (Dark matter Admixed Neutron Stars)
(DANS) [7,27-29].

Actualmente las DANS son unicamente estrellas tedricas ya que no se ha podido confirmar
la medicién de una, aunque se espera que NS como HESS J1731-347 puedan ser DANS [30].
Debido a la incertidumbre de las ecuaciones de estado de la BM y la naturaleza desconocida
de la DM, los modelos de DANS cuentan con varios grados de libertad, resultando en

modelos diferentes para describir las DANS.

El modelo tedrico para el estudio de las DANS es una ampliacién de las ecuaciones de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff que incluye dos fluidos perfectos sin interaccion, en vez de
uno para el caso original [7]. Aunque el fundamento tedrico sea bien conocido, el problema
surge en definir las ecuaciones de estado de la BM y la DM debido a que atn no sabemos
cémo se comporta la BM en densidades tan elevadas [14] y que atin no se sabe el modelo

exacto para describir la DM [18].

Este Trabajo de Fin de Grado (TFG) contribuye a este drea de investigacién mediante el
desarrollo e implementando un marco computacional para resolver las ecuaciones Tolman-
Oppenheimer-Volkoff de dos fluidos y explorando la estructura de las DANS en funcién
de sus grados de libertad. El objetivo es comprender mejor los pardmetros que afectan
a la estructura de las DANS e identificar posibles observables que puedan restringir las

propiedades de la DM mediante la observacién de objetos compactos.
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2. Objetivos

En este capitulo se presentan de forma explicita los objetivos de este TFG. Estos principal-
mente estardn adaptados del anteproyecto presentado para la asignacion de TFG. Debido
a los resultados obtenidos, se ha tenido que afadir y reformular los objetivos originales

para reflejar esta informacion.

2.1. Objetivo general

El objetivo principal del presente TFG es estudiar las propiedades estructurales de las
estrellas de neutrones con materia oscura (DANS), analizando los pardmetros que las

definen y observando cémo las variaciones en estos afectan a su estructura final.

2.2. Objetivos especificos

Los objetivos especificos son hitos concretos necesarios para el desarrollo de este TFG y
para el cumplimiento del objetivo general. La mayoria de estos objetivos estan relacionados
con la obtencién de herramientas teéricas o computacionales usadas para el estudio de las
DANS.

s Deducir la ecuacion de TOV: Usando el formalismo de la GR deduciremos la

ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff.

= Crear un programa de integracion numeérica: Este programa usa un método
de Runge-Kutta de 42 orden para resolver las ecuaciones TOV. Este cédigo se usara

para todos los calculos numéricos resultando en el software DANTE.py.

» Encontrar las curvas de masa-radio de estrellas de neutrones: Revisando
la literatura, encontrar una ecuacién de estado (EoS) para la materia bariénica y

usarla junto el programa numérico para calcular las curvas de M-R.

= Encontrar la EoS para la materia oscura: Trataremos la materia oscura co-
mo un gas ideal de Fermi completamente degenerado. Con mecénica estadistica,

calcularemos la EoS de ese gas.

= Deducir las ecuaciones de TOV para dos fluidos: Asumiendo que el sistema
estd formado por dos fluidos perfectos sin interaccién, usaremos el formalismo de la

GR para calcular las nuevas ecuaciones de TOV.

= Construir un modelo de DANS: Juntando las EoS de la estrella de neutrones y
materia oscura podemos usar las ecuaciones de TOV para dos fluidos para modelizar
las DANS.
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3. Fundamento Tedrico

En este capitulo presentaremos las herramientas teéricas necesarias para el desarrollo
de este TFG. En primer lugar, calcularemos las ecuaciones esenciales para construir un
modelo estelar dentro del marco de la GR. Después, calcularemos las ecuaciones de estado

que rigen el comportamiento de la materia que compone nuestras DANS.

3.1. Modelos estelares relativistas

Partamos de la métrica para un espacio-tiempo estético y con simetria esférica' [2,4,31,32]:
ds* = —?*W a2 4 220 gr? 1 12q02 . (3.1)

Como queremos encontrar la métrica para nuestro modelo estelar, la métrica (Eq. 3.1)

debera cumplir las ecuaciones de Einstein:
G = 87GT,,, (3.2)

1
G,uz/ = R;w - iRg,LLI/ ’ (3'3)

donde se estan usando unidades de ¢ = 1, G, es el tensor de Einstein (Eq. 3.3) y T}, es

el tensor de energia-momento.

Las ecuaciones de Einstein se pueden reescribir de forma equivalente a la ecuaciéon 3.2
[4,33], tal que

1
Ry = 87G (TW - 2Tg,u,) . (3.4)

Esta expresion, aunque sea idéntica a la de la ecuacién 3.2 presenta la ventaja que para el

caso en el que estemos fuera de la estrella, T}, = 0, las ecuaciones de Einstein pasan a ser
R, =0. (3.5)

Las ecuaciones de Einstein nos permiten saber cémo la materia afecta a la curvatura del
espacio-tiempo, generando asi el efecto que percibimos como gravedad. Aparte de esto,
el hecho de que la ecuacién sea una igualdad implica que la afirmacién anterior se puede
invertir, haciendo que la ecuacién nos diga cémo la curvatura afecta a la materia. Esto
nos permite obtener una ecuacién de equilibrio hidrostdtico para un sistema sometido a

la gravedad.

Dada la ecuacién 3.1 podemos calcular sus curvas geodésicas usando las ecuaciones de

Euler-Lagrange [33]:
d (0L oL
dr (855#) T o (3.6)

La deduccién de esta expresién se puede encontrar en [2,4].
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donde 7 es el tiempo propio de la trayectoria, x* son las coordenadas (t, x, y, z) y L se

define como

L =guiti’ = —e2®( 2 4 2M1)52 4 202 4 g2 gip? 07 . (3.7)

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange (Eq.3.6), tenemos que las curvas geodésicas son

t+20,@7t =0, (3.8)
i+ 0,A7% 4+ 2PN 9. &% — re 220% — rsin? e 22 P2 =0, (3.9)
1. i
0+ 2-76 —sinfcoshp” =0, (3.10)
r
L1 9 ..
d+2-dir+2°%%50 = 0. (3.11)
T sin 6

Comparando estas ecuaciones con la ecuacion geodésica en su forma general (Eq. 3.12),

podemos sacar que los simbolos de Christoffel seran los de la ecuacién 3.13.

B+ Th, @ = 0. (3.12)
Tf, = 0,® Ly, =0A T =eX*N9,0
FEG = _pe2A ngb = —rsin?fe2A Fﬁ@ = % (313)
Fgﬁ(ﬁ = —sinfcosf Fir = % Fge = g?rfg .

Dados estos simbolos de Christoffel, las inicas componentes del tensor de Ricci no nulas

seran

Ry = >N 928 + (9,8)% — 0,90,A + 250
"

Rur = 0,80, A — 020 — (0,3)? + %&A

£
I

e [r(0,A - 8,®) — 1]+ 1
Ryy = sin® ORgp - (3.14)

Finalmente, podemos calcular el escalar de curvatura de esta métrica,
2 1
R=—-2¢"" 020+ (0,9)* — 9,20, A + = (0,® — O, A) + — (1 — eQA)} : (3.15)
r r

Con las ecuaciones 3.14 y 3.15 ya tenemos toda la informacién de la curvatura calculada,
lado izquierdo de la ecuacién de Einstein (Eq. 3.2). A continuacién, dividiremos el espacio
en dos regiones, el interior y el exterior de la estrella, y resolveremos las ecuaciones de

FEinstein para cada una de ellas.
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3.1.1. Meétrica exterior de Schwarzschild

Como nos encontramos en el vacio, podemos hacer uso de las ecuaciones de Einstein para
T, = 0 (Eq. 3.5). El primer paso para resolver estas ecuaciones es ver que Ry y Ry,

tienen un gran parecido por lo que podemos escribir
2
AR+ Ry =0= = (8, — 9,A) =0, (3.16)
r
siempre que ambas componentes tiendan a 0 de forma independiente [4], lo cual se cumple.

La solucién de la ecuacién 3.16 implica que ® = —A + C, donde C' es una constante. Esta
constante se puede igualar a 0, sin pérdida de generalidad, haciendo el siguiente cambio

de coordenadas t — e~Ct [4]. Haciendo dicho cambio, tendremos que
o =—-A. (3.17)
Igualando Rgg a 0 y usando la condiciéon anterior tendremos que
¢ (2000, +1) = 0, (re®) = 1. (3.18)

Resolviendo esta ecuacién diferencial, tendremos

e =1- @, (3.19)

r

donde Rg es una constante por determinar. Usando las ecuaciones 3.19 y 3.17 la métrica
general (Eq. 3.1), se convierte en

—1
ds? — (1 _ RS) i+ (1 _ RS) dr? + r2d0? | (3.20)
T

r

Esta métrica debe cumplir dos condiciones: Para r — oo debemos obtener la métrica del
espacio plano, algo que se obtiene independientemente del valor de Ry, y que la métrica

sea consistente con el limite no relativista [4,33]. Para ello, tenemos que
Rs =2GM (3.21)

donde Rg se le conoce como el radio de Schwarzschild (Rs). Recordemos que la ecuacién
3.21 esta escrita en unidades de ¢ = 1, G es la constante gravitatoria, y M la masa

Newtoniana de la estrella.

Sustituyendo la definicién de la ecuacién 3.21 en la métrica exterior (Eq. 3.20), obtenemos

la conocida métrica de Schwarzschild.
2GM 2GMN\ !
ds? = — <1 - ) dt? + (1 — ) dr?® + r2dQ2. (3.22)
r r

Aunque originalmente Karl Schwarzschild propuso la métrica anterior para la solucién de

una masa puntual [34], acabamos de ver que esta métrica también es la solucién exterior
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para una estrella con volumen y masa M?. Ademés, haciendo uso del teorema de Birkhoff,
podemos asegurar que la métrica de Schwarzschild (Eq. 3.22) es la unica solucién para el

vacio, para un sistema con simetria esférica [4].

3.1.2. Meétrica interior y ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Para la métrica interior buscamos la solucién en presencia de materia y energia (Eq. 3.2),
es decir, tenemos que tener encenta el tensor de energia momento 7},,. Usando la definicién

del tensor de Einstein (Eq. 3.3) y las ecuaciones 3.14 y 3.15,

1
G = 5@V (20,0 — 1+ )

.
1 27
G,ﬂr:ﬁ(%@r@—l—l—e )
1
Gog = r2e A {a,?@ +(0,®)% — 0,20, A + - (0:® =0, A)
Gy = sin? 0Gyp . (3.23)

Para modelar la materia de nuestra estrella usaremos el tensor de energia-momento de un
fluido perfecto [4].
Ty = (p+ p)uptn + Pgpv , (3.24)

donde p es la densidad de energia, p es la presién del fluido y u, su cuadrivelocidad.

Si movemos nuestro sistema de referencia a uno comovil con el fluido, la cuadrivelocidad

de este pasard a ser

w, = (e®,0,0,0) , (3.25)
por lo que las componentes del tensor de energia-momento en el sistema comovil seran
Ty = /062@
T, = pe**
Tyg = pr?
Ty = presin®6. (3.26)

Dadas las ecuaciones 3.23 y 3.26, tendremos cuatro ecuaciones de Einstein (Eq. 3.2).
Pero solo tres de estas seran independientes, ya que la componente (¢¢) es directamente

proporcional a la (#8) con un factor de sin? . La ecuacién que viene de la componente tt

sera )

3¢ 2A (27‘87»/\ -1+ 62A> =8nGp, (3.27)
la componente (r7)

1

ﬁe*ZA (27’&@ +1-— eZA) = 8nGp, (3.28)

2 P .
Se puede hacer un simil con el electromagnetismo en el cual una carga puntual y una esfera con la

misma carga generan el mismo campo eléctrico externo.
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—2A |92 2 1
e [@@ F(0,8)2 — 0,50,A + + (0,® — &A)] — 87Gp. (3.29)
r

Motivados por la solucién exterior, hacemos el siguiente cambio de variable

(T — re*2A) & = [1 — 2Gm(r)} - . (3.30)

m(r) = %

r

Esto hace que el elemento g, sea parecido al de la métrica de Schwarzschild (Eq. 3.22),

solo que ahora M es una funcién a determinar y dependiente de r (m(r)).

9 -1
Gor = e2A(r) _ [1 _ Gm(r)} ' (3.31)
r
Dado este cambio de variable, la ecuacién 3.27 se simplifica en
d
ixr)==4ﬂﬂ0ﬂT2. (3.32)

A continuacién, integramos esta ecuaciéon. Para ello consideramos que la estrella tiene
radio R y a partir de este punto tendremos vacio p = 0 y la solucién exterior (Eq. 3.22).
Esto nos dice que para que la métrica interior y exterior sean iguales en r = R se debe
cumplir

R
M = 4%/ p(r)r? dr (3.33)
0

donde M es la masa newtoniana que encontramos en la métrica de Schwarzschild. Es
importante comentar que esta masa es la masa que mediriamos teniendo en cuenta sus
efectos gravitatorios. Sin embargo esta masa M no es la masa en reposo de todas las
componentes que forman la estrella (M), si no que encontramos que es menor (Eq. 3.34).
Esto se debe a que al estar en GR tenemos efectos relativistas®. En este caso, el hecho
de que la estrella esté ligada de forma gravitatoria nos dice que el sistema ligado es méas
estable (menos energia/masa) por lo que la diferencia entre M y M serd esa energia de

ligadura gravitatoria (Eq. 3.34) [2,4].
Eg=M—-M >0. (3.34)

Usando el cambio de variable (Eq. 3.30) en la ecuacién 3.28 obtenemos

dd(r) _ 4rGr3p(r) + Gm(r)

dr r[r—2Gm(r)) (3.35)

Esta ecuaciéon diferencial nos permite calcular la componte (tt) de la métrica pero antes,
deberemos saber cual es la ecuaciéon que gobierna p(r). Para ello, hagamos uso de la

conservacion del tensor de energia-momento V,TH" = 0.

3Se puede hacer un simil con fisica nuclear, donde vemos que el nicleo pesa menos que la suma de las

masas en reposo de sus componentes debido al efecto de ligadura de la fuerza nuclear fuerte.
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Esta ecuacion de conversacién se simplifica en nuestro caso simétrico, ya que solo la ten-

dremos que calcular para v = r, la cual culmina en

dd dp
(p +P)E =T (3.36)
Introduciendo este resultado en la ecuacién 3.36, llegamos a
dp 47 Gr3p(r) + Gm(r) (3.37)

o =—(+tp— [r — 2Gm(r)]

Esta es la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [8,9] o también denominada
ecuacion de equilibrio hidrostatico. Esta ecuacion nos permite relacionar la evolucion radial
de p con la de p, por lo que si tenemos una Ecuacién de Estado (Equation of State) (EoS)
p = p(p) que describa nuestro fluido, tendremos la herramienta principal para calcular la

estructura de las estrellas relativistas [2,4].

3.1.3. Ecuacién de TOV para varios fluidos

A continuacién, resolveremos la métrica interior, como en la seccién anterior, pero ahora
considerando un fluido con dos componentes: una correspondiente a la NS y otra a la DM.

Aunque para mantener generalidad en la deduccién los llamaremos fluidos A y B.

Aligual que en la seccién anterior, partamos de la métrica genérica (Eq. 3.1) con el cambio

de variable (Eq. 3.30) ya realizado

B 2Gm(r)

ds? = —e22( g2 4 [1
r

-1
} dr® + r2d0? (3.38)
donde ®(r) es el potencial gravitatorio [2] y m(r) serd la masa-energia en ese radio r.
Debido a que la métrica (Eq. 3.38) es la misma que tenemos en el caso de un fluido,
una vez hecho el cambio de la ecuacién 3.30, el tensor de Einstein sera el mismo del caso
anterior (Eq. 3.23).

La diferencia entre ambas deducciones se encontrara en el Tensor de energia-momento.
Ahora el tensor estard formado por dos fluidos perfectos [7,35,36]. El fluido A[B] tendra
densidad pa[ppg], presion pa(pg) y cuadrivelocidad u,[v,] y su tensor de energia-momento

serd T, lf‘y [Tlﬁ]. Considerando todo esto, el tensor de energia-momento total serd

Ty =Th + T = (pa+ pa)upty + Pagu + (pB + PB)VuUL + PBI - (3.39)
Este desarrollo se hara considerando lo siguiente:

» Los fluidos A y B son perfectos y no interaccionan entre si (excepto gravitacional-
mente). Es por esto que la ecuacién 3.39 es la suma de cada uno de los tensores de

energia-momento y no hay ninguna componente cruzada.

10
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» Consideramos que ambos fluidos comparten un sistema comovil. Esto lo motivamos
diciendo que en nuestro modelo ambos fluidos estdan en equilibrio con respecto del

otro. Esta consideracién implica que

Uy = Vy = (eq), 0,0, 0) . (3.40)

Con estas consideraciones, las componentes del tensor de energia-momento en el sistema

comovil seran

Tyt = (pa + pB) €*®

2G -1
Trr = (pA +pB) [1 - ZM:|
Too = (pa + pp)
Tss = (pa +pp)r*sin® 0. (3.41)

Véase que en nuestro modelo, el tensor de energia-momento resultante (Eq. 3.41) es idénti-
co al de un tnico fluido (Eq. 3.26), el cambio es p — pa + pp y p — pa + pp. Haciendo
uso de esto, podemos partir de la ecuacién 3.27 y llegar a
dm(r)
dr

=47 (pa +pp) 7. (3.42)

La ecuacién 3.42 nos dice como varia la masa en funciéon de las densidades de ambos
fluidos. La expresiéon nos permite ver que la masa serd la suma suma simple de ambos,

algo que cabe esperar ya que tenemos que los dos fluidos no interaccionan entre si.

Entonces, la masa total M de la estrella sera

Ra Rp
M =4n / pAr2dr+/ ppridr | (3.43)
0 0

donde R4 y Rp se obtendran integrando las respectivas ecuaciones de equilibrio hidrostati-

co, y se corresponderdn a los radios que delimiten la presencia de sus respectivos fluidos.

Usemos ahora la ecuacion 3.28 para calcular una expresién equivalente a la ecuacién 3.35.
Haciendo esto con el cambio a dos fluido llegamos a que la variacién radial de potencial

gravitatorio sera
d®(r) 47Gr3 [pa(r) + pp(r)] + Gm(r)
dr r[r—2Gm(r)]

Como los fluidos no interaccionan entre si, la conservacion del tensor de energia momento

(3.44)

(V,T* = 0) se puede separar en dos, una para cada fluido. Cada una de las ecuaciones
de conservacién nos dard una ecuacién que relacione pfq( B) con @', similar a la ecuacién

3.36,

v dpA dd
VMTZ (V:T):Ojﬂz—(PAvaA)%, (3.45)

11
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v dpp dd
VTR (v=r)=0=—==—(pp+ps) o (3.46)
Sustituyendo la ecuaciéon 3.44 en las ecuaciones anteriores llegamos a
dpa 47Gr3 (pa + pB) + Gm(r)
I 4
dr (pa+pa) r[r—2Gm(r)] ’ (3.47)
dps AnGr3 (pa + pp) + Gm(r)
== 3.48
dr (P +pi) rr—2Gm(r)] (3.48)

Las ecuaciones 3.47 y 3.48 son las ecuaciones de TOV para los fluidos A y B respec-
tivamente. Este conjunto de ecuaciones diferenciales definen las ecuaciones de equilibrio
hidrostatico para una estrella compuesta por dos fluidos perfectos en mutuo equilibrio.
Si a este sistema de ecuaciones le afiadimos la ecuacién 3.42 y las EoS para cada uno de
los fluidos, podremos calcular los radios R4 y Rp, y la masa M para una estrella de dos
fluidos [28].

3.2. Ecuaciones de estado

En esta seccién usaremos los conceptos de la mecanica estadistica relativista para calcular
la EoS de un gas de particulas. Esto lo haremos con el objetivo de poder usar estos
resultados para describir la EoS de la DM de nuestro modelo de DANS.

3.2.1. Preludio a la mecanica estadistica

La mecénica estadistica nos permite definir una funcién f(FE), la cual da la distribucién de
particulas a los largo de los niveles de energia [37] del sistema. La funcién de distribucién
depende del tipo de particula en el que estemos trabajando. Para un gas ideal, la funcién

tiene la forma

f(E) = (3.49)
ekBT 4+ 1

donde el signo + se aplica en el caso de fermiones, estadistica de Fermi-Dirac (FD), y el

signo — en el caso de bosones, estadistica de Bose-Einstein (BE)) [5,37-40].

Para densidades bajas y temperaturas suficientemente altas esta funcién [5,37], indepen-
dientemente de la estadistica que usemos, se puede reducir a

E—p

f(E)=e %oT . (3.50)

Siendo esta la distribucién de Maxwell-Boltzman (MB) aplicada para sistemas cldsicos
[5,37,40].

Como trabajamos con particulas relativistas, es conveniente integrar el momento en vez

de la energia. Eso lo podemos conseguir usando la definicién de energia relativista
2 2 2
E*=mj +k”, (3.51)

12
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donde F es la energia de una particula con masa m y momento k, como cambio de variable
para hacer f(E) — f(k).

Integrando esta ecuacién sobre todos los momentos posibles, podemos calcular el nimero
de particulas por unidad de volumen como

qf

n = ﬁd%, (3.52)

donde f es la funcién de distribucién, g nos indica la degeneracion de las particulas (g =

25+ 1, donde s es el espin), y h es la constante de Planck [5].

La densidad de energia p, serd la suma de todas las particulas con energia F (eq. 3.51)

por la cantidad de particula con dicha energia [5,37], es decir
9f
p= /Eﬁd?’k. (3.53)

Finalmente, la presion de un sistema con una distribucién isotrépica de momento, la

presiéon mecénica del gas vendra dada por
== [k d?’kﬁ 4
p 323 vfd’k, (3.54)

donde v es es la velocidad de la particula, la cual se obtiene como k/FE [5,38].

3.2.2. Ecuacién de estado de un gas de Fermi completamente degenerado

Si tenemos un Gas Ideal de Fermi Completamente Degenerado (GIFCD), el potencial
quimico pasa a conocerse como energia de Fermi (EF) y la funcién de distribucién de FD
se convierte en [5,37-40]

1, E<EFEp

. (3.55)
0, E>Ep

.
Introduciendo esto en las ecuaciones 3.52, 3.53 y 3.54, y usando coordenadas esféricas para

integrar el médulo del momento. Llegamos a que la densidad de particulas es

kp Srk3,  Stm3&3
n= /0 73 Ak dk = n = 3 3ps (3.56)

donde hemos realizado los siguientes cambios: En primer lugar, hemos asumido que las
particulas de nuestro gas son de espin 1/2, por lo que su degeneracion es g = 2. En segundo
lugar, hemos usado la magnitud adimensional £ = k/m,, [5,38,39]. Esta magnitud nos da
el grado de relatividad de la particula. Si ¢ < 1, el término de la masa en la ecuaciéon
3.51 gana al momento, mientras que si £ > 1, el momento gana, haciendo que la particula

tenga efectos relativistas [5].

13
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Con estos cambios en mente, la presién sera [5,39]

ke krdk ™
p= s | T ) (3.57)

o6r) = \1+6 (5 &)+ (er + 146 ). (3.5%)

Mientras que la densidad de energia seré [5,39]

p= s /kF\/m2 K2k2dk = hgxw(gp) (3.59)
viee) =1+ (26 +€0) ~In (o + /14 6F). (3.60)

Con las ecuaciones 3.57 y 3.59 podemos obtener la ecuacion de estado para este GIFCD

de forma paramétrica, en funcion de £p. Si queremos obtener una expresion directa del

tipo P(p), tendremos que utilizar los limites no-relativistas y cuasi-relativistas.

Expandiendo las funciones 3.58 y 3.60 entorno a &g ~ 0,

blen) ~ B8 _AE & sgl ssgp Tel g 1asep
775 21 T 9 66 0 624 160 | 2176 4864
8 4 7 9 5 11 7 13 7 15 33 17 429 19
Y (€r) ~ ﬁJrﬁ Spy Sr _ SSp | TEF Tep | 336 A2 (3.62)
3 5 7 18 176 416 640 = 4352 77824
Tomando tnicamente los primeros términos de las expresiones anteriores, tendremos el

(3.61)

caso no-relativista

8rmies
p= #?)F =nmy = po, (3.63)
8rmied

Véase que en este caso, la densidad de energia, p, es equivalente a la densidad de materia,
po- Esto se debe a que a primer orden toda la energia del gasa viene dada por la masa
en reposo, y en nuestras unidades de ¢ = 1, la masa tiene unidades de energia. A parte
de esto, las ecuaciones 3.63 y 3.64 se pueden igualar para obtener una ecuacion de estado

politrépica
h232/3
—— %
8/3
207r2/3mx/

Esta ecuacion coincide con la ecuacién de estado que obtenemos cuando hacemos mecanica

p=Kp' =p= 5/3 (3.65)

estadistica sin tener en cuenta efectos relativistas [37,40].

Para el caso cuasi-relativista, tendremos que tomar la expansiéon del mismo orden para
cada término (O(5)). La presion ya es orden 5, mientras que la densidad afiadird un término
extra. Este término extra se puede obtener imponiendo directamente que m > k y nos da
la siguiente ecuacién de estado [41]

3
p=potgp. (3.66)
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4. Resolucion Numeérica de Modelos Estelares

En este capitulo presentamos la metodologia utilizada para resolver las ecuaciones de TOV,
definidas en la seccién anterior, obteniendo asi una solucién hidrostatica para estrellas en
GR. En primer lugar, veremos cémo resolver las ecuaciones esenciales del capitulo anterior.
Después, utilizaremos este marco tedrico para replicar resultados de diferentes estrellas en
GR, principalmente NS y estrellas de DM, con el objetivo de unir estos fluidos obteniendo

la solucién de una DANS.

4.1. Construccion de un modelo estelar

Las ecuaciones necesarias para calcular la solucién hidrostatica de una estrella de dos
fluidos, segin la GR son [2,7]:

La ecuacion de masa 3.42

m;(r) = 477/0 pir’2dr’ (4.1)

donde m; es la masa encerrada por un radio 7, y p; la densidad asociada a la estrella de
materia ¢ = BM, DM [7].

Las ecuaciones de TOV (Eq. 3.47, 3.48)

dp; ' ‘ 4rGripr + Gm(r)
r (pi+pi) r[r—2Gm(r)]

(4.2)

donde m(r) es la masa total encerrada en 7 y p; la suma de las presiones en ese punto r,
es decir p;(r) = ppm(r) + pom(r).

En dltimo lugar, necesitamos las EoS de ambos fluidos. Como vimos en el capitulo anterior,

la forma vendra dada de forma paramétrica tal que

pi = pi(ni),
pi = pi(ni). (4.3)

Las ecuaciones 4.1 y 4.2, junto con las ecuaciones de estado (Eq. 4.3) forman un sistema
cerrado de ecuaciones diferenciales [7]. Integrando estas ecuaciones podemos tener un

modelo relativista de la estructura de una DANS.

4.1.1. Integracién numérica

Debido a la complejidad de las ecuaciones anteriores, la integracion de estas se deberd
llevar a cabo de forma numérica. Se pueden encontrar soluciones analiticas como en el
caso de una estrella de un tnico fluido incompresible de densidad constante [2,4,31], lo

cual sirve como punto de partida para comprobar la integracién numérica. Pero para los
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casos que queremos analizar como NS y DANS, tendremos que usar computacion numérica

para para integrar las ecuaciones 4.1, 4.2 y 4.3.

Para solucionar las ecuaciones de estructura estelar, primero tenemos que empezar en
r = 0 y especificar las presiones centrales de cada componente p;(r = 0) = p,,, las cuales
actian como condiciones iniciales. A continuacién, integramos las ecuaciones 4.1 y 4.2 a
lo largo de r hasta llegar al punto donde la presién del fluido sea nula p;(r = R;) = 0, este
punto nos dice el radio total de la estrella de fluido i. Cuando todas las presiones de la

estrella son nulas paramos la integraciéon y ese radio serd el radio total de la DANS.

El hecho de trabajar con una DANS nos presenta la complicaciéon de que el inico radio
que podremos medir es el radio bariénico, es decir, el radio que tendré la componente de
BM. Esto se debe a que la DM aunque la materia oscura se acumule en halos alrededor
de la NS nosotros mediremos el radio de la NS, no el de la DM. Es por esta razén que
cuando se hace referencia al radio de una DANS se entiende como el radio bariénico
(R = Rpn) [28,42,43].

Todos los célculos numéricos se hardn usando el software de DANTE.py [44]. Este resuelve
las ecuaciones diferenciales 4.1, 4.2 y 4.3 usando un método de Runge-Kutta de orden 4

para integrar las ecuaciones [45,46].

4.2. Estrellas de densidad constante

Debido a la complejidad de las ecuaciones usadas en nuestro modelo estelar (Eq. 4.1,
4.2 y 4.3), la mayoria de los modelos realistas de estructura estelar tienen que resolverse
de manera numérica. Sin embargo, un modelo estelar que tiene solucién analitica es el
de una estrella de densidad constante [2,4,31]. Este modelo nos permite obtener una
solucién tedrica con la que podemos comprobar el funcionamiento de DANTE.py y también

familiarizarnos con el comportamiento de las estrellas relativistas.

Al tener una estrella de densidad constante, la ecuacién de estado (Eq. 4.3) pasa a ser

px , T<R
= 4.4
o(r) {0 R (4.4)

La ecuacién de masa (Eq. 4.1)

4.3
smrope , T <R
m(r) = 4.5
(r) {gﬂR%*:M ., r>R. (4:5)

Finalmente, integrando la ecuacion 4.2 con los resultados de las ecuaciones 4.4 y 4.5,

obtenemos [2,4]

(4.6)

VR3 —2GMR? — /R3 —2GMr?
p(r) = Px

VR3 —2GMr? — 3vVR3 — 2GMR?
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Figura 1: Solucién hidrostética de un modelo estelar de densidad constante (p, = 5-107° Mg /km?).
(a) En rojo se muestran los valores de p(r) y m(r) calculados de manera numérica con DANTE.py,
mientras que en negro se muestran los valores teéricos calculados con las ecuaciones 4.5 y 4.6. (b)
Soluciones hidrostaticas de estrellas con diferente masa M [Mg].

En la figura 1 podemos ver las soluciones de la ecuacién de TOV para una p, = 5 -
107° Mg, /km?’. En la figura la podemos observar como integracién numérica consigue
replicar los resultados analiticos. En la figura 1b podemos ver como aumentar la presién
central de nuestra estrella aumenta tanto su radio R como su masa M. La relacién entre
M y R se recopila en las curvas de Masa-Radio (MR) y estas se obtienen mediante un

barrido de p..

35 [——M(R)

3.0F

251

M [Mo]

0.5

A N 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0 6 7 8 9 10 11 12
R [km]

Figura 2: Curva de MR de una estrella de densidad constante (p, = 5-10~° Mg /km®).

En la figura 2 podemos ver la curva de MR de una estrella de densidad constante. Gracias a
esta figura podemos ver como el hecho de aumentar la masa conlleva un aumento del radio.
Esto es algo caracteristico de un fluido incompresible pero como veremos a continuacion,
las curvas de MR de modelos més realistas seran bastante distintas ya que permitirdn un

grado de compresibilidad.
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4.3. Estrellas de EoS politrépica

Un modelo més realista de estrellas son aquellas con densidades no constantes [47]. Muchos

de los sistemas en astrofisica sigue una EoS politrépica (Eq. 4.7) [4].
_ - T
p=Kp . (4.7)

En estrellas compactas como las NS tenemos un gas de fermiones con densidades similares,
o incluso mayores, a las de un nticleo atémico [2,4]. Si calculamos la temperatura de Fermi
(Tr = Ep/kp) para un gas de neutrones (m, = m,) con densidad p ~ 106 g/cm? [47],
usando las ecuaciones 3.51 y 3.56 tenemos que esta serd del orden de T = 10'3 K. Gracias
a observaciones [47] y los modelos de formacién de las NS, como el flujo de neutrinos
emitidos, tenemos que la temperatura de una NS es de T ~ 10°K [2], por lo que la
temperatura de la estrella no es suficientemente alta como para romper la degeneracién.
Gracias a esto, un modelo sencillo de una estrella compacta formada es una estrella con la
EoS de un GIFCD. En el capitulo anterior vimos que el limite no relativista de un GIFCD,
su EoS pasa a ser una politrépica (Eq. 3.65).

- 10
14729 - . 12

T T
—p(r) —M=09 —M=07
---m(r) —M=08 —M=0.6

1.0 08l

02|

L
10 12 14

(a)
Figura 3: Solucién hidrostitica de un modelo estelar formado por un GIFCD no relativista de
neutrones. (a) Soluciones hidrostdticas de estrellas con diferente masa M [Mg]. (b) Curva de MR.

En la figura 3a Podemos ver cémo en el caso de un GIFCD no relativista de neutrones, la
presion y la densidad decaen de formas muy distintas comparadas con el caso de una estre-
lla de densidad constante (Fig. 1). Podemos ver que gracias a que el gas sea compresible,
a medida que nos alejamos del ntcleo de la estrella la densidad y la presiéon empiezan a
decaer rapidamente, haciendo asi que para los iltimos metros de radio la densidad sea tan
baja que la masa a penas aumente. Otro efecto que causa esta compresibilidad es que el
crecimiento de m(r) no es el mismo para todas las estrellas. Una estrella mas masiva esté
més compacta haciendo que su radio R sea menor, y que m(r) presente un crecimiento
mayor debido a que la densidad en radios pequefios es mas elevada. Véase que mientras
que en la figura 1 todas las estrellas tienen la misma densidad, en la 3a las estrellas mas

masivas tienen nucleos més densos (m(r) crece més rapido).
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Otra diferencia fundamental se puede encontrar en las curvas de MR de ambos modelos.
Mientras que para una estrella de densidad constante (Fig. 2) tenfamos que un aumento
en la masa M aumentaba el radio R (R oc M'/3). En el caso de una EoS politrépica la

compresibilidad cambia dréasticamente el comportamiento de la curva de MR (Fig. 3b).

En la figura 3b podemos ver como para estrellas de masa M baja su radio es grande, esto se
debe a que la poca cantidad de materia hace que la fuerza gravitatoria sea menor, haciendo
que el radio R sea mayor. A medida que aumentamos la masa hasta 0.8 Mg el radio se va
reduciendo debido a la mayor fuerza gravitatoria. A partir de aproximadamente 0.8 M,
hasta una masa maxima de 0.95 Mg, nuestro sistema tiene dos soluciones estaticas, una
estable de radio mayor y menos compacta, una mas compacta e inestable [9]. Para masas

mas grandes de 0.95 M no existe una solucion estatica para este modelo estelar.

Los resultados anteriores nos describen un modelo estelar formado por neutrones total-
mente degenerados no relativistas. Aunque este sea un modelo tedrico de una estrella
de neutrones sabemos que presenta varios errores. En primer lugar, el propio modelo
no es consistente consigo mismo, la presiéon central necesaria para formar las estrellas
més masivas de la figura 3b no cumple la condicién no relativista ({r < 1) por lo que
deberiamos tener en cuenta la EoS completa de un GIFCD (Eq. 3.57 y Eq. 3.59). En
segundo lugar, observaciones sobre NS nos dicen que se han observado NS ma&s masivas
que 0.95 Mg, [10,13,48-53]. Por lo que este modelo de EoS no es apto para describir una
NS y tendremos que buscar uno més avanzado que sea compatible con las observaciones

experimentales.

4.4. Estrellas de neutrones
4.4.1. Ecuacion de estado

Como comentamos en la secciéon anterior, para describir una NS correctamente tendremos
que usar una EoS que se ajuste a las medidas experimentales y modelos actuales, para ello

nuestra EoS tendra que ser mas avanzada que un GIFCD no relativista de neutrones.

Necesitamos una EoS que tenga en cuenta la estructura de una NS, una corteza exterior
formada por un plasma de nicleos atémicos en un mar de electrones, el cual aporta
la mayor parte de la presiéon, una corteza interior compuesta por neutrones, electrones
y nucleos ricos en neutrones, un nicleo interior formado por materia uniforme rica en
neutrones, y finalmente un nicleo interior en el cual debido a su elevada densidad podremos

encontrar modelos exéticos de materia. [1,5,14]

Encontrar una EoS que tenga en cuenta todas estas consideraciones es un problema abierto
de la fisica y podria ser un TFG en si mismo. Debido a esto, para este trabajo usaremos
las EoS de Hebeler et al. [1] junto con las EoS de BPS [54,55] para la corteza exterior,

debido a que es una EoS que cumple nuestros requisitos y ademas podemos encontrar la
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expresion paramétrica. Esta EoS (Fig. 4) se calcula mediante Teoria de perturbacién quiral,
delimitada por la condicion causal de que la velocidad del sonido no sea superluminica
(v/dp/dp < 1)y que M > 1.97 para tener en cuenta los resultados de [49].
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Figura 4: Ecuaciones de estado para una NS. En diferente color se presental los datos para diferentes
durezas de la EoS. Las EoS “soft” y “stiff” representan los limites inferiores y superiores de rigidez,
respectivamente. (a) Gréfica completa de la EoS. (b) Regién de la EoS a altas densidades.

En la figura 4 podemos ver como la EoS diferencia entre tres posibles durezas para poder
abarcar un rango de diferentes EoS distintas. La dureza o rigidez de una NS es un pardme-
tro asociado a la EoS y nos dice como de facil es de compactar la materia. Debido a que la
EoS de las NS es atin un problema abierto, Hebeler et al. [1] abarcan esta incertidumbre
usando las EoS “soft” y “stiff” como casos limites y la EoS “middle” como un punto medio.
Permitiéndonos asi poder trabajar con cierta seguridad de que nuestras observaciones son

compatibles con todos los posibles modelos de NS.

4.4.2. Estudio de la rigidez

—soft  —stiff ---m(r)] ]
— middle —p(r) 1

------------- —{1.0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 5: Soluciones hidrostéticas para una NS con diferente rigidez y masa total M = 1 [Mg]. El
punto r en el que la curva deja de ser mostrada indica el radio R de la estrella.
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En la figura 5 podemos ver cémo la rigidez de la EoS afecta a la estructura de una NS.
Aunque los tres modelos tengan la misma masa (M = 1 Mg) podemos ver que el radio
R, la presién central p., y la distribucién de materia m(r) son distintas. Se observa que
una EoS blanda nos da un radio R menor y una p. mayor. Esto se debe a que en una EoS
blanda la materia se puede compactar mas aumentando la densidad, haciendo que la masa
crezca mas rapido, aumentando también la presién y reduciendo el radio. Mientras que en
una EoS mas dura, la densidad es menor por lo que vemos los efectos opuestos, estrellas

menos densas y con radios mas grandes.

4.4.3. Curva de Masa-Radio

Este efecto también se puede ver en las curvas de MR de cada modelo (Fig. 6). Podemos
ver que para la misma masa M, Rgirr > Rumiddie > Rsoft, siendo la razén el hecho de
que al aumentar la dureza hacemos que sea mas dificil compactar la materia y entonces el
radio aumenta. Otra diferencia que se puede observar entre las diferentes EoS es el hecho
de que una ecuacién maés rigida permite masas mayores. Esto se debe a que como vimos en
la figura 5, las densidades y presiones en una estrella mas dura son menores, permitiendo

asi que para la misma presion central, la masa sea mayor.

35 —TTT T

——soft ]
——middle | {

3.0F

25

20

M [Mo]

15F

1of

foY¢) PR P E R U R S R R
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

R [km]
Figura 6: Curvas de MR de cada una de las EoS usadas para describir a las NS.

Leyendo las curvas de MR (Fig 6) se identifica que a medida que aumentamos la masa
de la estrella, independientemente de la EoS, su radio se reduce rapidamente hasta llegar
a una masa M ~ 0.5[Mg]. A partir de este punto, anadir més masa hace que el radio
aumente levemente, indicando que estamos en un punto de saturacion, en el que la estrella
se mantiene por la repulsiéon nuclear y fermiénica [3]. Finalmente, a partir de una cierta
masa, entorno a 2Mq, anadir mas masa solo vuelve a reducir el radio hasta llegar el punto
en el que se viola la condicién de /dp/dp <1 [1].
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4.5. Estrellas de materia oscura
4.5.1. Modelo de materia oscura y su ecuacién de estado

La DM es aun un problema abierto de la fisica a la hora de escribir este TFG [56].
Actualmente existen varios candidatos de DM, con sus respectivas caracteristicas, como
los WIMPs [21], Gravitinos [19], neutrinos estériles, axiones, etc [18,56]. Debido a esta
falta de certeza en las medidas experimentales, tendremos que tomar consideraciones a la

hora de elegir cémo modelizar la DM.

En primer lugar, una de las principales decisiones que tenemos que tomar a la hora de
modelizar una particula de DM es decidir qué tipo de particula serd, una vez tengamos
esto podremos obtener la EoS asociada. En este TFG hemos optado por un GIFCD pa-
ra modelizar la DM. En el capitulo anterior (Eq. 3.57 y 3.59) vimos que la expresién

paramétrica de la EoS para un GIFCD es

4

p= W;Z;Lx {\/@ (;5%‘ - §F> +In (éF + M)
p— T Vv 6 (264 ee) ~mn (ot /14 6R) | (49)

donde m,, es la masa de la particula de DM, h es la constante de Planck, y {p = kp/my

, (4.8)

es el momento de Fermi adimensional.

Este modelo de DM, aunque sea el mas sencillo para fermiones, se usa en varios estudios
de las DANS [7,27,28,42,43]. Nosotros utilizamos este modelo porque, en primer lugar, es
el tinico que nos permite describir un gas de particulas relativistas con presiéon no nula sin
tener que hacer uso de la teoria cudntica de campos (algo que escapa los conocimientos de
un estudiante de grado). En segundo lugar, porque en los modelos de particulas bosénicas
frias la presién se introduce mediante la interaccion entre las particulas de materia oscura

[57,58] y, por el momento, no hay evidencias de esto.

4.5.2. Efectos relativistas de la EoS

Cuando deducimos las ecuaciones 4.8 y 4.9 en la parte tedrica, lo hicimos usando mecéanica
estadistica relativista. Si no hubiéramos tenido en cuenta efectos relativistas tenemos una
expresion politrépica (Eq. 3.65) como las que estudiamos en la seccién de estrellas de EoS
politréopica. En la figura 7 se muestra la comparaciéon de como cambia la EoS (Fig. 7a), y

las soluciones hidrostaticas (Fig. 7b) si tenemos en cuenta efectos relativistas o no.

Como podemos ver en la figura 7a, el hecho de tener en cuenta efectos relativistas hace
que para densidades muy elevadas, la presién, para la misma densidad, sea menor. Esto
significa que para la misma masa m,, tener en cuenta efectos relativistas hace que la EoS

sea menos rigida que en el caso clasico. Este efecto se puede comprobar en la figura 7b,
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donde para la misma masa total M, podemos ver que el radio R es menor, y la presion y

densidades centrales son mayores para el caso relativista.

T T T T T T T
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10-17 10713
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073 107 10™° 1077 10— 107 107* 10! 0
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(a) (b)
Figura 7: (a) Comparacién entre la ecuacién de estado de un Gas Ideal de Fermi Completamente
Degenerado relativista (ezact), frente a la EoS de un GIFCD no relativista (NR), de masa m, =
1[GeV]. (b) Comparacién entre las soluciones hidrostéticas para estrellas, de diferente masa M,
formadas por materia oscura (GIFCD) relativista y no relativista de masa m, = 1[GeV].

4.5.3. Curva de Masa-Radio
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Figura 8: Curva de Masa-Radio para un modelo de estrellas de materia oscura, descrita como un
Gas Ideal de Fermi Completamente Degenerado de masa m, = 1[GeV]. En la figura se comparan
los resultados obtenidos mediante la solucién relativista M (R) contra los obtenidos con la aproxi-
macién no relativista Mygr(R) de la ecuacién de estado.

La curva de MR asociada a nuestro modelo de DM (Fig. 8) es extremadamente similar a
la curva de MR obtenida por un GIFCD de misma masa (m, = 1[GeV]). Ambas curvas,
tanto la relativista como la clésica, se muestran en la figura 8, donde podemos ver que para

masas totales M pequenias ambos modelos son equivalentes, ya que los efectos relativistas
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solo son relevantes para presiones y densidades elevadas. Para masas M maés grandes
vemos como los modelos se separan, el modelo relativista, al ser menos rigido, para la
misma masa M tiene un radio R menor, al igual que presenta una masa total méxima

menor al modelo clésico mas rigido.

4.6. Estrellas de dos fluidos y DANS

Durante las secciones anteriores hemos resuelto diferentes modelos de estrellas relativistas
de un fluido, incluidos modelos que describen NS y estrellas de DM. En esta seccién
juntaremos estos dos ultimos modelos para construir un modelo para las DANS. Para ello,
usaremos las ecuaciones 4.1, 4.2 y 4.3, donde i barrera la BM de la NS y la DM, con las
EoS que definimos en sus respectivas secciones, EoS de [1] para la BM y EoS de un GIFCD
para la DM.

4.6.1. Parametros ay A

Para el caso de una estrella de dos fluidos (i.e. una DANS) es recomendable definir dos
nuevos parametros que describan la cantidad de DM dentro de la NS. El parametro « se

define como la fraccion de las presiones centrales de ambos fluidos (Eq. 4.10).

a = pCDM — pDM(T - 0)
Pepn PBM (T = 0)

(4.10)

Mientras que el parametro A se define como el porcentaje de masa total que es materia
oscura (Eq. 4.11). También referido como fracciéon de DM [7].

Mpy Mpu

A= = .
M Mpy + My

(4.11)

Es importante diferenciar estos parametros ya que en la bibliografia aunque la mayoria

trabajen con A, podemos encontrar articulos que usan el parametro « [7,29].

4.6.2. Efectos de anadir DM a una NS

A continuacién resolveremos las soluciones hidrostaticas para DANS con diferentes valores
de A. Esto nos permitird ver como introducir un segundo fluido de DM en nuestra NS,
aunque no haya interaccién entre ambos, afecta a la estructura de las estrella. El objetivo
de esta seccién es explicar el formalismo necesario para trabajar con estrellas de dos fluidos,

los resultados obtenidos de las DANS se presentaran en el siguiente capitulo.

En figura 9 podemos ver el efecto que tiene afiadir diferentes cantidades de materia oscura
a una estrella de neutrones de una Mg. A medida que anadimos materia oscura a la
estrella, la masa total M aumenta, aunque Mpyr = 1My, y el radio total de la estrella
disminuye al igual que la presién central del fluido aumenta, un efecto que estudiaremos

en el siguiente capitulo. Esta grafica nos permite ver que aunque los dos fluidos no tengan
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ninguna interaccién entre si, los fluidos notan la gravedad generada por el otro. Si anadimos
materia oscura en forma de nucleo en la estrella, su materia se compacta debido a este
aumento en la gravedad, otro efecto que veremos més en detalle en el siguiente capitulo.

-4
127595

T e e e L

— psm(r) —=-ppm(r) ---mf(r)
—A=0 —A=0.1 —A=02

1.2

1.0

i
)
06E
0.4
0.2
0.05 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 120
r[km]

Figura 9: Soluciones hidrostaticas de DANS con una Mg de BM y diferentes valores de fraccién
de DM A. En linea continua se muestra el perfil de presién de la BM pgas(r), la linea discontinua
y punteada (dash-dot) el perfil de la presién de la DM ppas(r), y en linea discontinua el perfil de
la masa total m(r) = mpa (1) + mpa(r). La EoS utilizada para la NS es la middle, mientras que
my = 1GeV.

A lo largo de este capitulo hemos resuelto las ecuaciones de TOV para diferentes flui-
dos descritos por EoS cada vez mas avanzadas. Primero, empezamos con una estrella de
densidad constante para comprobar nuestra herramienta de integracién numérica [44] con
una solucién analitica. Luego, introducimos la EoS de un GIFCD no relativista comoe-
jemplo de estrellas con EoS politrépica. A continuacién, para poder describir de forma
apropiada la parte de NS de las DANS utilizamos las EoS de Hebeler et al. [1], mientras
que para describir la materia oscura usamos la EoS de un GIFCD, esta vez teniendo en
cuenta efectos relativistas. Juntando estos dos modelos para describir la BM y DM de una
DANS, respectivamente, usamos las ecuaciones de TOV para dos fluidos para encontrar

la solucién hidrostética de nuestro modelo de DANS.

A continuacion, en el siguiente capitulo, nos centraremos en el estudio de las DANS y sus
propiedades, usando las herramientas presentadas en este capitulo. Estudiaremos como
cada parametro del modelo afecta a la solucién estelar final y expondremos los resultados

obtenidos.
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5. Propiedades de las DANS: Resultados y Discusion

En este capitulo estudiaremos las DANS usando el modelo tedrico presentado en el capitulo
anterior. Para definir la BM usaremos las EoS de hebeler et al. [1] para las NS, mientras
que definiremos la DM como un GIFCD formados por particulas fundamentales de masa
my. Las ecuaciones de TOV (Egs. 4.1, 4.2 y 4.3) se resolveran numéricamente usando el
software DANTE.py [44].

5.1. Reduccion de la rigidez de la DANS

En el capitulo anterior vimos los efectos que tenia anadir DM a una NS (Fig. 9), vimos como
a medida que anadiamos DM en forma de ntcleo, esta hacia que la BM se compactase,
disminuyendo su radio y aumentando su presién central (p.). Estos efectos de poder hacer
que la materia se compacte los hemos visto en la figura 5 en la que vimos como variar la

rigidez de la EoS puede hacer que la NS sea mas compresible.
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Figura 10: Soluciones hidrostaticas para DANS de masa total M = 1 Mg con diferentes cantidades
de DM. La cantidad de DM viene fijada por la fraccion de DM A y cada color en la figura representa
un diferente valor de \. Para calcular estos datos se ha usado la EoS middle y se ha tomado

my = 1GeV.

Motivados por el resultado de la figura 9 hemos realizado el siguiente estudio: Calculamos
las soluciones hidrostaticas para DANS con M = 1Mg con diferentes fracciones de DM
en su interior. Esto nos permite estudiar cémo cambia la estructura estelar de una DANS
de masa M fija, unicamente en funcién de su fraccién de DM. Lo cual es 1til ya que a

niveles experimentales solo podemos medir M de forma directa y no Mgy o Mpyy.

En la figura 10 podemos ver que al tener tener una mayor fraccion de DM conseguimos que

la estrella sea mas compacta, véase que el radio R es menor a medida que aumentamos A.
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Esto se debe a dos factores, la interaccion gravitatoria entre ambos fluidos y la distribucion
de materia de la DANS. Como vimos en la figura 9 el hecho de tener BM en campo
gravitatorio, generado por DM, hace que esta materia se compacte mas, algo que volvemos
a ver en la figura 10. Pero otro factor esencial es que a medida que aumentamos A, la
cantidad de BM del sistema disminuye, haciendo que esta se compacte en radios menores

lo que puede apreciarse en la distribucién de mpys de la figura 10.

Gracias a esto podemos observar que la fraccion de DM de una DANS hace que la materia
este mas compacta que en lo que estaria en una NS, o en otras palabras, las DANS
son menos rigidas que las NS. Esto no solo implica que el radio R sea menor si no que
también aumenta las presiones centrales de ambos fluidos, por lo que la condicién causal

se alcanzara de cada fluido se alcanzara antes, reduciendo la masa méaxima de la estrella.

5.2. Curvas de Masa-Radio

Los resultados de la seccién anterior se pueden comprobar estudiando las curvas de MR de
las DANS segtin nuestro modelo (Fig. 11). Con ellas podemos comprobar que para cada
valor de M, independiente de la EoS que se use para la BM, el radio R decrece a medida
que aumentamos A. Otro resultado de la seccién anterior que se puede comprobar en la

figura 11 es que aumentar A\ disminuye el valor de M maximo.
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Figura 11: Curvas de Masa-Radio para DANS con diferentes fracciones de DM A. En diferente color
se muestran las DANS que usan diferente EoS para modelizar la BM, mientras que los diferentes
estilos de linea diferencian los valores de A. Para todas las curvas, la DM se ha modelizado como
un GIFCD cuyas particulas tienen masa m, = 1 GeV.

Comparando la figura 11 con la figura 6 podemos ver como una DANS con A = 0 es idéntica
a una NS, algo que se debe cumplir y nos sirve para comprobar que nuestro codigo [44]

sea autoconsistente.
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Un resultado que podemos obtener de la figura 11 es que tener en cuenta la presencia de
DM en una DANS nos anade més posibilidades de estrellas hidrostaticas estables. Con
esto nos referimos a que tener en cuenta DM permite a EoS que pudieran ser descartadas

por medidas experimental puedan a volver ser consideradas.

Esto por supuesto anade atin mas grados de libertad al problema de las DANS. No solo
tenemos el problema de no tener una EoS para la BM dentro de una NS, sino que tenemos
que tener en cuenta la EoS de la DM y los diferentes valores de A posibles. La EoS de la
DM es un problema abierto atin de la fisica, como todo lo relacionado con la DM, pero
mas adelante veremos que los valores de A tienen un limite superior fisico segin nuestro

modelo, un valor maximo A4, que dependerd de m, y M.

5.3. Efectos de la masa de materia oscura en la distribucién de materia

En las secciones anteriores, todos los calculos se han hecho asumiendo que la masa de la
particula de DM es de m, = 1GeV pero este valor solo es un valor representativo, hay
diversos modelos que esperan valores distintos. En esta seccién estudiaremos explicita-
mente la dependencia de la estructura de las DANS se ve afectada por el valor de m,,

manteniendo el resto de pardmetros (estudiados en secciones anteriores) fijos.
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Figura 12: Soluciones hidrostaticas para DANS de M = 1 Mg y A = 0.3, con diferentes valores
para la masa de la particula de DM. La linea continua es el perfil de la presién de la DM ppas(r),
las lineas verticales discontinuas son los radios (R = Rpas) de la estrella, y la linea discontinua y
punteada negra es el radio de una NS de M = 1 Mg. Para simular la BM se ha usado la EoS soft.

Como se observa en la figura 12, cambiar la masa m, afecta principalmente el modo en
que la DM se distribuye en el interior de la DANS. Para masas mas grandes, la DM se
compacta en radios mas pequenos, mientras que para masas menores, la materia es mas
dificil de compactar, aumentando el radio. Este efecto proviene de la EoS usada para la
DM (Egs. 4.8 y 4.9), en estas el unico pardmetro libre es m,, haciéndolo el indicador de
rigidez de la EoS.
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Sin embargo, los efectos méas interesantes surgen de estudiar cémo la distribucién de DM
afecta a la estructura de la DANS. Podemos distinguir entre dos tipos de acumulaciones
de DM. Ntcleos de DM cuando la DM se acumula de tal forma que Rpys < R y halos de
DM cuando se acumula tal que Rpys > R. Como podemos ver en la figura 12, cuando la
masa es lo suficientemente pequefia, la DM se acumula en estructuras méas grandes que el
radio de la DANS (halo de DM), mientras que si aumentamos m,, el radio del ctimulo de

materia oscura disminuye hasta ser inferior al de la DANS (nticleo de DM).

Si estudiamos cémo cambia el radio R de la DANS en funcién de la estructura del ctiimulo
de DM podemos ver que, cuando tenemos un nticleo de DM, el radio es menor que cuando
tenemos un halo de DM. Cuanto méas grande sea este halo, mas grande sera la DANS
mientras que el efecto opuesto (compactar el nicleo) es mas dificil de observar ya que el

radio decrece con mas dificultad.

Este efecto se debe a que el fluido de BM solo nota el campo gravitatorio del fluido de
DM encerrado en su interior. Cuando la DM se encuentra compactada en un nicleo en el
interior de la DANS, la BM nota el campo gravitatorio de toda la DM, mientras que si
esta se acumula en un halo, la cantidad que escape el radio R de la estrella no ejercera
ningun efecto sobe la BM, reduciendo asi la interaccion gravitatoria entre ambos fluidos.
Es por esto que disminuir la masa m, hace que el radio R sea mayor, al hacer el halo més
grande disminuimos la cantidad de DM que interactta gravitacionalmente con el sistema,
y como sabemos que al diminuir la cantidad de DM la DANS es menos compacta, el radio

R aumenta.

Este racionamiento es totalmente consistente con la gravedad newtoniana pero el lector
puede preguntarse si esto también se cumple en la GR. Si recordamos la ecuacién 3.44,
esta nos dice que ® depende de la masa encerrada de ambos fluidos m(r) y las presiones
de ambos fluidos, las ecuaciones de TOV, al depender directamente del valor de ® (Eq.
3.45 y 3.46) también presentan esta dependencia. Esto nos dice que el fluido de BM solo
nota la gravedad generada por si mismo y la DM hasta el punto en el que ppas = 0, es

decir R, demostrando asi que el razonamiento newtoniano es consistente con la GR.

Gracias a esto, podemos ver como la masa de la particula de materia oscura m, es un
parametro relevante para el estudio de las DANS. Variaciones en el orden de magnitud del
GeV hacen que la estructura y comportamiento de la estrella varie de forma significante.
Miés adelante en este capitulo discutiremos la relevancia de que la masa tenga que estar en
este rango pero lo importante de este resultado son las diferencias en la estructura estelar
entre DANS con ntcleos de DM y DANS con halos de DM.
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5.4. Cantidad maxima de Materia Oscura en las DANS

En las secciones anteriores estudiamos como los diferentes parametros (A y m, ) afectaban
a la estructura de una DANS. En esta seccién estudiaremos la relacién que tienen estos
pardmetros entre si, fijando la masa M, y veremos como para ciertas masas m,, existe

una cantidad maxima de DM, A4z, que se puede acumular en la DANS.

5.4.1. Barrido de los valores de «

La existencia de un valor maximo de la fraccién de DM se puede ver en la figura 13, en
esta grafica se hace un barrido de los valores de « fijando la masa de la DANS (M), la EoS

de la BM y la masa de la particula de DM (m, ), permitiéndonos asi ver la dependencia

de A con a.
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Figura 13: Soluciones hidrostaticas de DANS, de M = 1M, barriendo la fraccién de presiones
centrales, a. Cada color de linea indica los valores asociados a cada estrella de un « especifico. Las
lineas solidas indican el perfil de la presién de la BM (pgas(r)), las discontinuas punteadas indican
la presién de la DM (ppas(r)) y las discontinuas el perfil de masa de DM (mpas(r)). Para describir
la BM se ha usado la EoS soft y la masa de la particula de DM es de m, = 1GeV.

En la figura 13 podemos ver como hasta a = 3, si aumentamos el valor de « el valor de
A también aumenta, mientras que a partir de este valor aumentar « reduce el valor de A.
Este comportamiento es esperado gracias a que en la figura 8 vimos que una estrella de
DM tiene una masa méaxima. A niveles generales, comparando las figuras 8 y 13, podemos
ver que la cantidad de materia oscura que se acumula en el vacio es mayor frente al caso
de estar dentro de una DANS, esto se debe a que el fluido de la BM compacta la DM

haciendo que la masa méaxima y el radio decrezca.

En la figura 13 vemos que el valor de A para a = 2 y a = 4 son extremadamente parecidos,

siendo la diferencia real entre ambos de 1.276-107°. Gracias a esta coincidencia, podemos
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usar estas dos soluciones para comparar la estructura de dos DANS con la misma X\ pero

diferente «.
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Figura 14: Soluciones de dos DANS de masa M = 1Mg, con o = 2 (rojo) y a = 4 (azul). El
perfil de la presién de la DM (ppas (7)) se muestra con una linea continua, mientras que los perfiles
de la masa total (m(r)), masa de BM (mpp(r)), y masa de DM (mpps(r)), se muestran con
lineas discontinuas, discontinuas punteadas y discontinuas con doble punto, respectivamente. Para
describir la BM se ha usado la EoS soft y la masa de la particula de DM es de m, = 1 GeV.

En la figura 14 tenemos que la soluciéon para o = 4 es méas compacta que la solucién de
a = 2. Esto principalmente se puede ver por la diferencia en entre presiones centrales,
siendo la de o« = 4 4.778 veces mayor que la de o = 2, y con el hecho de que la diferencia
de radios (R(aw = 2) — R(a = 4)) es de unos 97 metros. Una particularidad de DANS
con presiones centrales de DM tan grandes es que la densidad de DM en el ntcleo es tan
grande que para los radios r mas centrales la masa m(r) de la estrella estd dominada por

la DM en vez de la BM, véanse los perfiles de masa para la solucién de o = 2.

5.4.2. Dependencia de \,,,; en funcién de m,

Como se vio anteriormente, existe una cantidad méaxima de DM A4 que se puede acu-
mular en la DANS. Este valor dependera de los principales parametros que definen una
DANS: Su masa M, la FEoS que usamos para describir la BM y la masa de la particula de
DM.

En la figura 15 calculamos el valor de A;,q, en funcién de m, para dos DANS, con nicleos
de DM, de masas M = 1My y M = 1.5 Mg, teniendo en cuenta las tres EoS para la
BM. De esta figura podemos sacar los siguientes resultados: El valor de A4, decrece a
medida que aumentamos la masa de la particula de DM. Aumenta si consideramos EoS

mas rigidas para la BM. Decrece si aumentamos la masa total M de la DANS.
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Figura 15: Dependencia de los valores méaximos de la fraccién de DM (\,4.) en funcién de la masa
de la particula de DM (m, ). En esta gréfica se calculan los valores de Ap,q, para DANS de masa
M = 0.5Mg (linea continua) y M = 1.5 My (linea discontinua), con cada color indicando la EoS
usada para describir la BM de la estrella.

La razén por la que se especifica que las DANS deben tener niicleos de DM es porque no
existe un valor maximo para la fraccion de DM en el caso de que la DM se acumule en
forma de halos. En el caso de tener halos de DM, los roles de ambos fluidos se invierten,

esto significa que tenemos estrellas de DM con una pequenia componente de BM en su

interior.
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Figura 16: Soluciones hidrostéaticas para DANS de masa total M = 1 Mg dominadas por DM. Para
calcular estos datos se ha usado la EoS middle y se ha tomado m, = 1GeV.

Como podemos ver en la figura 16, cuando la DM se acumula en forma de halo, esta no
tiene un valor de A;,qc ya que como podemos ver, hay una soluciéon para A = 1, la cual

simplemente es una estrella formada unicamente por DM.
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Gracias a estos estudios, podemos observar que el valor de A4 solo existe en el caso
de que cuando se tenga A = A4z la DANS acumule su DM en forma de ntucleo. Esta
restriccién principalmente afecta a DANS de masas M més pequenas, como M = 0.5 Mg
para la figura 16. Cuando tenemos estrellas de esta masa M, a media que aumentamos A
puede ser que la DM se acumule en forma de ntcleos, pero si antes de llegar a Apqe la
DM es tan abundante que su radio Rpas > R, esta DANS podra barrer todos los valores
posibles de A.
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Figura 17: Perfil de los valores de m(r) para DANS con M = 0.5 Mg, barriendo todol los valores
de A. En lineas sélidas se muestran las soluciones en las que la DM de la DANS se acumula como
nucleo, mientras que en lineas discontinuas se dibuja el caso de acumularse como halo.

5.5. Discusion de los resultados

A lo largo de la seccion anterior hemos visto cémo una DANS puede ser descrita por 4
parametros: Su masa total M, la fracciéon de DM A (Eq. 4.11) y las dos EoS para describir
la. BM y DM. Gracias a como estd construido DANTE.py [44], este permite seleccionar
directamente estos pardmetros para, de forma automatica, encontrar las condiciones inicia-
les para obtener los pardmetros deseados. Como se ha comentado anteriormente, nuestro
modelo utiliza la EoS de Hebler et al. [1] para la BM, y la EoS para la DM es la de
un GIFCD. Esta eleccién de EoS reemplaza los pardmetros iniciales por la eleccién de la
rigidez de la EoS de la BM (soft, middle y stiff) y la masa de la particula de DM (m,), la
cual hemos tomado que sea de entorno al GeV [7,27,28,42,43|.

En primer lugar, vimos que para las masas m, en nuestro rango de estudio, aumentar la
cantidad DM de una DANS hace que esta sea mas compacta o menos rigida. La principal
consecuencia de esto es el desplazamiento de las curvas de MR (Fig. 11) hacia abajo y a
la derecha. Este desplazamiento lateral nos dice que para dos DANS con la misma masa

pero diferentes valores de A, la estrella con més materia oscura serd mas densa al tener un
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radio menor. Este aumento de densidad es el causante del desplazamiento vertical hacia
abajo, al compactar la estrella y aumentar la presién central del fluido, esto conlleva que
se llegue a la condicién causal (vs > 1) para masas menores reduciendo asi el maximo de

masa para las DANS con ese valor de A.

Posteriormente, vimos cémo la masa de la particula de DM (m,) afecta a la estructura de
las DANS dejando todos los pardmetros fijos menos m, (Fig. 12). Vimos cémo la forma
en la que se acumulaba la DM depende de m,,, cuando m, es mayor la estrella se acumula
en cumulos mas compactos mientras que si la particula es mas ligera el radio del cimulo
es mayor, lo que indica que es mas dificil de acumular. El radio de la estructura formada
por la DM lo llamamos Rpps y dependiendo de su relaciéon con el radio bariénico de la
DANS (R) definimos dos situaciones: Si Rpys < R decimos que la DANS tiene un nicleo
de DM. Mientras que, si Rpys > R decimos que la DANS tiene un halo de DM.

El valor de m, que hace que se cambie de ntcleo a halo de DM es un valor que depende
del resto de pardmetros de la DANS (M, A y EoS de la BM). Aunque ese valor varie, el
comportamiento general de DANS con nicleos o halos de DM es el mismo independien-
temente de los valores del resto de parametros. Como vimos anteriormente, afiadir DM a
una DANS hace que esta se compacte, reduciendo su radio R en comparaciéon con el caso
de una NS de misma masa M. Esto es algo que se cumple independientemente de cémo
se acumule la DM (Fig. 12), sin embargo, si la DM se acumula en ntcleos dentro de la
DANS, podemos ver que el efecto gravitatorio es mayor haciendo que esta se compacte
mas que en el caso de un halo de DM. Lo cual se resume en Ryg > Rpao > Reore, donde
Ry es el radio de una NS, Rpq, es el radio de una DANS con un halo de DM y Reope €5
el radio de una DANS con un niicleo de DM, todas estas estrellas con la misma M, misma

EoS y en el caso de Rpu0 v Reore misma .

Finalmente, descubrimos que las DANS tienen que tener una cantidad méxima de DM,
siempre que estas acumulen la DM en forma de ntcleo. Esto se debe a que aumentar
la presién central del fluido de DM (aumentar o) no siempre lleva a un aumento de M.
Aumentar la presién central del fluido suele hacer que R decrezca, dependiendo de la EoS,
hay un punto en el que aumentar la presién central hace que R sea tan pequeno que aunque
la densidad en el centro sea mayor esta se integra en radios tan pequefios que M empieza

a decrecer. En términos de la ecuacion 3.33, R decae mas rapido de lo que p aumenta.

La existencia de un A4, nos permite poner un limite superior a uno de los cuatro parame-
tros de las DANS. Si pudiéramos medir M con suficiente precisién y tuviéramos las EoS
de BM y DM, entonces podriamos asegurar que la cantidad de DM dentro de una DANS
tiene que ser menor de un cierto valor A;,q.. Otro caso es en el que pudiéramos medir A,
M y tuviéramos la EoS de la DM, en este caso podriamos usar ese valor de la fraccion de

DM como A4z y dar un limite sobre m,.
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Los resultados mencionados anteriormente, especialmente los efectos de anadir DM a una
DANS, son consistentes con los resultados de la literatura publicada sobre las DANS.
Leung et al. [27], Scordino y Bombaci [28], Ivanytskyi et al. [42] y Sagun et al. [43] estudian,
entre otras caracteristicas de las DANS, como varian las curvas de MR en funcién de la
fraccion de DM, todos ellos obteniendo que para masas de m, = 1GeV, las curvas de MR
se compactaban méas a medida que aumentdbamos nuestro parametro \. Otros estudios
como los de Ciarcelluti y Sandin [35,36] encontraron el mismo resultado general para un
modelo de mirror dark matter, es decir que usaron la misma EoS para la BM y DM [36].
Mientras que Ellis et al. [57] llega al mismo resultado para un Gas de Bosones Libres con

interaccion.

El resultado de la figura 12 es menos estudiado ya que analizando las ecuaciones de la EoS
de un GIFCD (Eq. 4.8 y 4.9) podemos ver que la masa m, es inversamente proporcional
a la rigidez de la EoS. Como modelizamos la DM como un GIFCD, tenemos que para
masas ligeras la EoS es mds dificil de compactar (rigida) que para masas mas masivas.
De todos modos, Scordino y Bombaci [28] y Ivanytskyi et al. [42] muestran que para los
mismo pardmetros de la DANS, valores mayores de m, suelen llevar a nicleos de DM
mientras que valores menores de m, llevan a la formacién de halos, algo que coincide con

lo mostrado en la figura 12.

Finalmente, no hemos conseguido encontrar ninguna referencia para confirmar los resul-
tados de la figura 15. Scordino y Bombaci [28], Ivanytskyi et al. [42] y Sagun et al. [43]
definen un valor critico de la fraccion de DM, A..;;, como aquel para el cual M4, = 2 Mg,
lo cual difiere de nuestra definicion de A,,q,. De todos modos, el comportamiento de que
haya un valor de presiéon central que de un valor méaximo de M es algo confirmado por las
curvas de MR de diferentes tipos de fluidos (véase la figura 8). La tnica diferencia siendo
que el fluido de DM ahora estd contenido dentro de la DANS, haciendo que esta curva
de MR se compacte. Por lo que confiamos en la validez de los resultados obtenidos en la

seccion anterior.
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6. Conclusiones

A lo largo de este TFG hemos estudiado las propiedades estructurales de las DANS y c6mo
estas dependen de parametros fisicos atin por determinar. En primer lugar, repasamos los
fundamentos tedricos de GR para obtener la ecuaciéon de TOV para un un sistema com-
puesto por dos fluidos sin interaccién. Posteriormente, usamos la mecanica estadistica para
obtener la EoS de un modelo sencillo de DM descrito como un GIFCD. A continuacién,
con todas las herramientas teéricas, usando nuestro software DANTE.py [44], resolvimos
de manera numérica diferentes modelos de estrellas en el marco de la GR: Estrellas de
densidad constante y FEoS politrépica para familiarizarnos con la hidrostatica de las es-
trellas en campos gravitatorios. Estrellas de neutrones, para las cuales usamos la EoS de
Hebeler et al. [1] y pudimos replicar sus resultados. Estrellas de DM, haciendo especial
énfasis en la necesidad de efectos relativistas debido a las altas densidades en el nicleo
de la estrella. Finalmente, juntamos estos tultimos modelos, NS y estrellas de DM, para

construir un modelo de DANS.

Con este modelo, vimos que las DANS dependian principalmente de cuatro pardmetros:
Su masa (M), su fracciéon de DM (M), y las EoS de las componentes de BM y DM de la
estrella. Por supuesto estas EoS pueden depender a su vez de més parametros. En nuestro
caso, al usar la EoS de de Hebeler et al. [1] para la BM solo tenemos que especificar cual
de las tres durezas (soft, middle o stiff) usar. Mientras que para la DM, al estar descrita

como un GIFCD, solo tenemos que especificar la masa de la particula de DM (m,).

Variando estos pardmetros (moviendo m, entorno al GeV) concluimos que: Aumentar la
A daba lugar a una DANS maés compacta, radio R menor para la misma M. Dependiendo
del valor de m, tenemos que la DM se acumula en ntcleos dentro de la estrella para masas
grandes, mientras que para masas pequenas la DM se acumula en halos que se extienden
fuera del radio R de la DANS. Finalmente, vimos que existe una cantidad maxima de DM
(Amaz) que se puede almacenar dentro de la DANS siempre que esta se almacene en forma

de nucleo.

Todos estos resultados, menos el de A4, son compatibles con lo que se ha estudiado en
otros estudios [7]. Esto nos permite decir con confianza que las herramientas que hemos
desarrollado para la realizaciéon de este TFG son validas y dan resultados consistentes.
Esto es relevante porque el resultado de la existencia de un valor A, es algo que no
se ha podido encontrar en la literatura publicada y seria una magnitud interesante de
estudiar. Lo ideal seria confirmar la validez de las afirmaciones comentadas en la seccion

de discusion del capitulo anterior y rellenar la figura 15 con mas valores de m,,.

La principal limitacién de nuestro estudio viene por parte de las EoS de los fluidos de
BM y DM. Una de las principales ventajas de trabajar con la EoS de Hebeler et al. [1] es

que entre las tres rigideces definidas podemos barrer dos casos limites y un caso promedio
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dentro de la incertidumbre de las medidas experimentales. Esto nos permite respaldar
nuestros resultados con cierta seguridad ya que si son comunes para las tresEoS de estado
es probable que lo sea para otros modelos de EoS para la BM. Por parte de la DM,
trabajar con un GIFCD es algo que limita nuestro modelo porque atin no tenemos suficiente
conocimientos sobre la DM para saber su naturaleza. Es por eso que puede ser que nuestros
resultados si que sean sensibles a la EoS de la DM, por lo que se deberian comprobar con
modelos més complejos como los de un gas de bosones con interaccién entre particulas de
DM [57,59].

La naturaleza de las DANS es ain un misterio abierto que depende de dos problemas
fisicos atn por resolver: el comportamiento de la materia en las NS (la EoS de la BM)
y la naturaleza de la DM (su EoS). Actualmente existen varios experimentos buscando
resolver estos problemas: Por parte de las NS tenemos la mision NICER [12, 13,60, 61],
observaciones de LIGO/Virgo [50] o medidas del efecto Shapiro [49,53,62], mientras que

por parte de la DM tenemos los métodos de deteccién comentados en la introduccion.

Aunque el comportamiento de las componentes de materia de las DANS aiin sea un miste-
rio, gracias a que las ecuaciones de TOV para dos fluidos (Eq. 4.2) tenemos la metodologia
para poder estudiar su estructura haciendo suposiciones sobre sus EoS. En este TFG he-
mos hecho esto, asistiéndonos de herramientas de integracién numérica [44], demostrando
que la estructura de las DANS depende tanto de la cantidad de DM en su interior como
de las propiedades de esta, haciéndola asi diferenciable de NS convencionales y dandonos

una posibilidad de medirlas.
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7. Futuras lineas de Trabajo

Una vez terminado el estudio de la estructura de las DANS, se presentas diferentes am-

pliaciones a este para complementar el trabajo realizado en este TFG:

1. El primero de ellos es considerar méas EoS, tanto para la BM como para la DM. Ac-
tualmente existen diferentes posibilidades para las EoS de NS, si podemos obtener
las expresiones paramétricas de cada una de ellas o incluso calcular nuestra expresién
podriamos volver a realizar los calculos para asegurar que los resultados se manten-
gan para esta variaciéon del modelo. La EoS de la DM es la méas delimitante ya que no
podemos asegurar que esta se comporte como un GIFCD. Aunque es esperable que
el comportamiento no varie drasticamente al realizar un estudio de estructura méas
avanzado, este podria tener en cuenta EoS de tanto fermiones como bosones, pu-
diendo incluso considerar interacciones entre el propio fluido o temperaturas finitas

para ver como estos parametros afectan a la estructura.

2. Otro anadido que podemos incluir en nuestro estudio son los estudios de otras
propiedades como la deformabilidad de marea (tidal deformability) de las DANS,
momento de inercia [27] o la radiacién gravitatoria emitida por un sistema bina-
rio [63].Centrdndonos especialmente en la deformabilidad de marea, esta nos dice
como de facil es alterar la forma de un objeto compacto mediante el uso de un cam-
po gravitatorio externo [7]. Este pardmetro es de especial utilidad en estudios de
ondas gravitacionales y las medidas de LIGO/Virgo permiten restringir el valor de
este, por lo que ver como varia a medida que anadimos DM al sistema nos daria otra
posible manera de medir las DANS [7,50].

3. Otra linea de desarrollo que se puede tener en cuenta es estudiar la estabilidad de
las soluciones de DANS con presiones centrales de DM elevadas. En la figura 14
vimos como existen dos soluciones para una DANS con M = 1 Mg y A = 0.3412,
una solucién en la que la presion central del fluido de DM era dos veces mayor al de
BM (a = 2) y otra en la que era cuatro veces mayor o = 4. Cabria esperar que la
solucién de o = 2 fuera estable mientras que o = 4 fuera inestable pero eso se deberia

calcular analizando el espectro de las oscilaciones radiales de la densidad [64].

4. Finalmente, la futura linea de trabajo mas directa es seguir al tanto del estado del
arte relacionado con las medidas de NS y DM. Esto permitird mejorar los modelos
que usamos para ambas EoS con el objetivo de incrementar la credibilidad de nuestro

modelo y en el caso de que aparezca un objeto compacto con propiedades anémalas
como HESS J1731-347 [11,30], permitir explicarlo como una DANS.
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