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RESUMEN

Este trabajo de fin de grado, realizado en el marco de uno de los proyectos del grupo de
investigacion Novel Platforms and Nano-devices for Quantum Simulation and Compu-
tation en el Instituto de Ciencia de Materiales de Madrid (ICMM-CSIC), estudia la
dindamica de qubits en puntos cudnticos semiconductores mediante interferometria de Lan-
dau—Zener—Stiickelberg—Majorana (LZSM), una técnica basada en la manipulacién cohe-
rente de sistemas de dos o méas niveles bajo una perturbacion periddica. Esta herramienta
permite explorar transiciones cuanticas inducidas por cruces evitados multiples, revelando
informacién esencial sobre la estructura energética del sistema y su sensibilidad a parame-

tros de control externos.

Se parte del andlisis de un sistema de dos niveles bajo una modulacién lineal y oscilatoria,
describiendo su evolucién mediante el formalismo de Floquet y modelos analiticos como el
modelo de impulso adiabatico (AIM). Se implementan simulaciones numéricas y se con-
trastan con expresiones analiticas que permiten describir la probabilidad de transicién en
funcion de los parametros. Se identifican condiciones de resonancia multifoténica, efectos
de interferencia constructiva y destructiva, y se analizan diagramas de interferencia LZSM
caracteristicos en diferentes regimenes (adiabético y diabético), incluyendo expresiones
explicitas para analizar fisicamente la probabilidad promedio de excitacién. Finalmente,
el estudio se extiende a un modelo realista de cuatro niveles que incorpora el grado de

libertad de valle energético, relevante en sistemas de puntos cuanticos dobles de silicio tipo
Si/SiGe.
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ABSTRACT

This bachelor’s final project, carried out as part of a project within the group Novel Plat-
forms and Nano-devices for Quantum Simulation and Computation at the Instituto de
Ciencia de Materiales de Madrid (ICMM-CSIC), investigates the dynamics of qubits in
semiconductor quantum dots using Landau—Zener—Stiickelberg-Majorana (LZSM) inter-
ferometry. This technique is based on the coherent manipulation of two- and multi-level
systems under periodic driving and enables the exploration of quantum transitions induced
by multiple avoided crossings, revealing essential information about the system’s energy

structure and its sensitivity to external control parameters.

The study begins with the analysis of a two-level system under linear and oscillating
bias, describing its evolution using Floquet theory and analytical models such as the
adiabatic-impulse model (AIM). Numerical simulations are implemented and compared
with analytical expressions that describe the transition probability as a function of system
parameters. Multiphoton resonance conditions, constructive and destructive interference
effects are identified, and characteristic LZSM interference patterns are analyzed in both
the adiabatic and diabatic regimes, including explicit formulas that allow for a physical
analysis of the average excitation probability. Finally, the study is extended to a realistic
four-level model that incorporates the valley degree of freedom, which is relevant in silicon-

based double quantum dot systems (Si/SiGe).
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1. INTRODUCCION

1.1. Estado del arte

La mecanica cuantica surgié a principios del siglo XX para tratar de explicar fenémenos
que la fisica clasica no lograba explicar. Entre los primeros trabajos destacados se encuen-
tran los de Planck, acerca de la radiacion del cuerpo negro, y Einstein, sobre el efecto
fotoeléctrico. Asimismo, durante los anos veinte, fisicos como De Broglie, Heisenberg y
Schrodinger contribuyeron significativamente, introduciendo conceptos como la dualidad

onda-particula, el principio de incertidumbre y la ecuacién de onda.

La idea de aplicar la mecanica cuantica a la computacién emergioé en la década de 1980
cuando Paul Benioff propuso un modelo de computadora basado en principios de la mecéani-
ca cudntica [1], y Richard Feynman sugiri6 que las computadoras cuanticas podrian simular
sistemas fisicos complejos de manera mas eficiente que las computadoras clasicas. En 1994,
Peter Shor presentd un algoritmo cuantico para factorizar nimeros grandes, generando asi

un gran interés por esta tecnologia y sus aplicaciones.

Con el progreso en esta area, emergié la necesidad de definir las condiciones esenciales
que un sistema fisico debe cumplir para ser considerado una plataforma adecuada para la
computacion cuantica. Fue en este escenario donde David DiVincenzo elabor6 una serie

de cinco premisas fundamentales para lograr la computacién cudntica universal [2]:
1. Un sistema fisico escalable con qubits bien caracterizados.

2. La capacidad de inicializar los qubits en un estado fiducial simple, normalmente el
estado base [000...).

3. Tiempos de coherencia cuantica largos, mucho mayores que el tiempo de operaciéon

de las puertas.
4. Un conjunto universal de puertas cuanticas.
5. Capacidad de medir qubits de forma individual.

Estos criterios siguen guiando el desarrollo experimental de tecnologias cudnticas y son

referencia para evaluar la viabilidad de distintas plataformas fisicas.

La implementacién de qubits se ha logrado en distintos soportes fisicos, cada uno con ca-
racteristicas particulares. Los qubits de iones atrapados ofrecen una manipulacién precisa
y tiempos de coherencia largos, aunque su escalabilidad es limitada. Los qubits fotonicos
son ideales para la transmisién de informacién por su baja interacciéon con el entorno, pero
la implementacién de compuertas universales es compleja. Los qubits superconductores,
ampliamente desarrollados, destacan por su alta controlabilidad y escalabilidad, aunque

requieren entornos criogénicos extremadamente controlados [3].
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En la actualidad, los qubits semiconductores presentan un estado de desarrollo avanzado.
Ya se han implementado matrices de multiples qubits en silicio, lo que demuestra su po-
tencial de escalabilidad. Se ha conseguido inicializar en el estado base de manera fiable en
condiciones experimentales. Los tiempos de coherencia alcanzan valores del orden de mili-
segundos gracias al uso de silicio purificado, situdndose entre los méas altos en plataformas
sOlidas. Ademés, se han desarrollado compuertas cuédnticas con fidelidades superiores al

99 %, y la lectura individual de qubits se realiza con alta precisién [4].

Para caracterizar y controlar qubits, es esencial comprender su dindmica cuantica bajo
pulsos externos y en interacciéon con el entorno. En este contexto, la interferometria de
Landau—Zener—Stiickelberg—Majorana (LZSM) es una herramienta clave para estudiar es-
tos sistemas. Generando una perturbacién oscilatoria (como un campo eléctrico o magnéti-
co) y modulando unos pardmetros de control, el estado atraviesa repetidamente un cruce
evitado obteniendo una fase en su camino, dando lugar a patrones de interferencias carac-

teristicos en la probabilidad de transicion del qubit.

El andlisis de estos patrones de interferencia revela informacion fundamental sobre el siste-
ma: por ejemplo, la visibilidad y la frecuencia de las oscilaciones dependen del acoplamiento
entre niveles, mientras que la posicién de las franjas refleja la fase acumulada o transicio-
nes multifoténicas. Ademés, la pérdida de visibilidad indica procesos de decoherencia, lo
que permite evaluar la estabilidad y el entorno del qubit [5]. Este tipo de interferometria
es ampliamente utilizada en variedad de plataformas como qubits superconductores [6],

centros de vacantes de nitrégeno (NV) en diamante [7] y puntos cudnticos entre otros.

En qubits semiconductores, esta técnica se ha usado para estudiar efectos clave como la
hibridacién entre los grados de libertad de valle y 6rbita en puntos cuanticos de Si/SiGe,
que pueden ofrecer proteccién frente al ruido de carga [8]. También se ha empleado para
medir tiempos de coherencia, para evaluar la calidad del qubit [9]. Ademds, ha facilitado
la implementacién de compuertas rapidas [10]. Todo esto convierte a la interferometria

LZSM en una herramienta muy versatil para el estudio, diseno y optimizacion de qubits.

1.2. Contexto y justificacion

Este trabajo se sitiia en el contexto actual de investigacion en tecnologias cuanticas, con
un enfoque en el diseno y control de qubits. En este &mbito, los puntos cuanticos de silicio
destacan como una arquitectura prometedora, gracias a su potencial de escalabilidad y a

sus excelentes propiedades de coherencia.

La motivacion principal de este proyecto es investigar el uso de la interferometria LZSM
como herramienta para el andlisis y control de sistemas de qubits. En particular, se estudia
su capacidad para extraer informacion relevante sobre transiciones cudnticas, acoplamien-

tos efectivos y sensibilidad a distintos pardmetros del sistema.
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El desarrollo del trabajo se articula en torno a dos objetivos. En primer lugar, analizar la
dindamica de sistemas de dos niveles, utilizando simulaciones numéricas y modelos analiticos
como el adiabatic-impulse model (AIM), con el fin de comprender los mecanismos de
interferencia bajo distintas condiciones de modulaciéon. En segundo lugar, este estudio se
amplia a un modelo més realista de cuatro niveles que incorpora explicitamente el grado
de libertad de valle, caracteristico de los puntos cudnticos en silicio, con el objetivo de
examinar su impacto sobre la estructura de los diagramas LZSM y sus posibles aplicaciones

experimentales.

Este proyecto se ha desarrollado en el seno del grupo de investigacion Novel Platforms
and Nano-devices for Quantum Simulation and Computation del Instituto de Ciencia de
Materiales de Madrid (ICMM—-CSIC), con el propésito de aportar, desde una perspectiva
tedrica y computacional, una metodologia para analizar sistemas mediante interferometria
LZSM y en concreto profundizar en el conocimiento de la importancia del grado de liber-
tad del valle energético en puntos cudnticos dobles en silicio. El conjunto de los cédigos
necesarios para obtener las graficas y hacer las simulaciones se puede encontrar en este

repositorio [11].

1.3. Planteamiento del problema

Aunque se ha avanzado notablemente en el disefio y control de qubits en puntos cudnticos,
todavia existen limitaciones a la hora de entender en detalle cémo se comportan estos
sistemas completamente. Por ello, la interferometria LZSM se ha consolidado como una
herramienta versatil para estudiar la dindmica de qubits sometidos a modulaciones pe-
riddicas, permitiendo acceder a informacion sobre transiciones cuanticas, acoplamientos
efectivos y procesos de decoherencia. No obstante, su aplicacién en sistemas con mayor
complejidad interna, como aquellos que incorporan el grado de libertad de valle, plantea

nuevos desafios a la hora de interpretar los patrones de interferencia que se observan.

En este contexto, surge la necesidad de analizar de forma estructurada cémo varia la
respuesta del sistema en distintos regimenes de operacién y modelos, combinando descrip-
ciones analiticas y simulaciones numéricas. Este trabajo se plantea como una contribucién
en esa direccion, explorando el uso de la interferometria LZSM como herramienta de ca-
racterizacion en sistemas de dos y mas niveles, con el objetivo de comprender mejor su

aplicabilidad y limitaciones en escenarios mas realistas.
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2. OBJETIVOS

2.1. Objetivo general

El objetivo general es estudiar la dindmica de qubits en puntos cuanticos semiconduc-
tores mediante interferometria LZSM, comenzando por sistemas béasicos de dos niveles y
extendiendo el andlisis a un sistema méas complejo de cuatro niveles que incorpora el gra-
do de libertad de valle. Se emplearan modelos analiticos y simulaciones numéricas para

caracterizar la evolucion del sistema en distintos regimenes.

2.2. Objetivos especificos

= Analizar la teoria de Floquet para sistemas periddicos, con el objetivo de comprender
cémo se describe la evolucién en sistemas modulados periédicamente en el tiempo
y obtener un método para calcular la evolucién de estos sistemas de forma estro-

boscépica.

» Estudiar las diferentes bases de un sistema de dos niveles, analizando las energias
y los autoestados, y comprendiendo cémo influyen el acoplamiento y el detuning
en la dinamica del sistema. Para poder calcular y comprender la probabilidad de
transicion de Landau-Zener en cruces evitados, como base para entender transiciones

no adiabdticas en sistemas con modulaciéon periddica.

= Estudiar el efecto de una modulacién oscilatoria sobre el sistema, para obtener las
condiciones de resonancia multifotonica y la funcién de la amplitud y su frecuencia

en la evolucién.

s Aplicar el AIM para describir la dindmica completa del qubit bajo un desajuste
oscilatorio, creando asi un marco analitico tratable para estos sistemas y comparar los
resultados con simulaciones numéricas, evaluando asi su utilidad como herramienta

analitica y la mejora computacional que presenta frente al cdlculo numérico.

» Representar diagramas de interferencia LZSM en funcién de € (desajuste inicial) y
A (amplitud de la modulacién), para visualizar las condiciones de resonancia y la

respuesta del qubit a pardmetros externos.

» Presentar un modelo realista de qubits en Si/SiGe, donde al incluir el efecto del valle
energético del silicio se convierte en un modelo de cuatro niveles. Analizar energias y
estados en este nuevo sistema, para comprender cuales son los pardmetros relevantes,

como los acoplamientos o la modulaciéon externa, y su impacto en la dindmica.

= Realizar un anélisis analitico de las condiciones de resonancia en el régimen de mo-

dulacién rapida, y comprobar los resultados mediante diagramas de interferencia
LZSM.
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= Comparar los resultados obtenidos numéricamente en el régimen adiabético con re-

sultados experimentales para validar el modelo.

2.3. Beneficios del proyecto

Este trabajo hace un andlisis detallado de la dindmica de qubits en puntos cudnticos
semiconductores mediante interferometria LZSM, lo que ayuda a comprender cémo se
comportan estos sistemas bajo modulaciones periddicas. El andlisis de la evolucién tanto
en sistemas de dos como de cuatro niveles proporciona una base sélida para entender
fendmenos de interferencia cuantica y transiciones controladas. Ademads, es aplicable a

otras plataformas de qubits.

Durante el transcurso del proyecto se ha desarrollado un cédigo, el cual permite de for-
ma sencilla aplicar esta herramienta a diferentes implementaciones de qubits, ajustando
los convenientes pardmetros al caso particular. Al utilizar tanto modelos analiticos como
simulaciones numéricas se facilita la interpretacién de los resultados y permite entender
el sistema desde distintos puntos de vista. Incorporar el grado de libertad de valle en el
modelo extiende el estudio a situaciones mas realistas, como las que se encuentran en pun-
tos cuanticos de silicio, y valida la utilidad del modelo en sistemas con una complejidad

mayor a la de dos niveles.

En conjunto, el proyecto aporta una visién clara y estructurada de la interferometria
LZSM, herramienta que resulta ttil en el diseno, caracterizacién y mejora de qubits en el

contexto de tecnologias cudnticas.



Estudio de qubits semiconductores mediante interferometria LZSM Universidad
Jorge Bonilla Rodriguez Europea

3. MARCO TEORICO

3.1. Teoria de Floquet

Considerando inicialmente el problema cuantico general descrito por una ecuaciéon de

Schrodinger dependiente del tiempo con un Hamiltoniano periédico en el tiempo.

() = B W), H(E+T) = H(). (3.1)

La evolucién temporal del estado cudntico desde un instante inicial ¢y hasta un tiempo
final t; estd dada por el operador de evolucién temporal:

. t

Ut to) = T exp (-% H(t)dt) . (3.2)

to
donde T denota el operador de ordenaciéon temporal.

La periodicidad del Hamiltoniano implica que, al igual que sucede en sistemas con pe-
riodicidad espacial analizados mediante la teoria de Bloch, el sistema puede describirse

mediante soluciones especiales, denominadas estados de Floquet, cuya forma general es:
T (t)) = e =MD, (1)), [ @t +T)) = [®n(t)) - (3.3)

Aqui, €, son las llamadas cuasienergias y los estados |®,,(t)) se conocen como modos o
autoestados periddicos de Floquet. Estas cuasienergias juegan un papel andlogo al de las
energias en sistemas estaticos, con la diferencia de que estdn definidas médulo hw, donde
w = 27/T es la frecuencia fundamental de la perturbacién periédica. Esto significa que
las cuasienergias no son tnicas, sino que estan definidas en zonas periddicas andlogas a las

zonas de Brillouin en el espacio de los momentos en la teoria de Bloch [12].

Propiedades de la teoria de Floquet

Una propiedad fundamental de estos estados es que son autovectores del operador de

evolucién en un periodo:

Ulto + T, to) [¢n(to)) = e T/ 4h(to)) . (3.4)

Este operador, permite obtener el espectro de cuasienergias mediante su diagonalizacion

—ienT/h

en un instante arbitrario ¢y, ya que los autovalores e no dependen del valor de .

Una vez determinadas las cuasienergias y los estados |1, (t)), es posible obtener su evo-

lucién temporal completa mediante:

|thn(t)) = U(t, to) [t (to)) , (3.5)
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Los estados de Floquet pueden elegirse para formar una base ortonormal completa en cual-
quier instante t. Como consecuencia, el operador de evolucién temporal puede escribirse

CcOomao:

Ulta,t1) = Y e =20/, (1)) (@ (1)) (3.6)

Esto permite expresar la evoluciéon de un estado cudntico arbitrario como una superposi-

cién de estados de Floquet:
Wj(t» = Z Cneiisn(titO)/h ‘(I)n(t» y Cn = <(I>n(t0>|w(t0)> . (3'7)

Esta descomposicién revela dos escalas temporales en la dindmica:

(i) Oscilaciones rapidas asociadas a la periodicidad de los modos |®,(t)), también co-

nocida como micromovimiento,

(ii) Dindmica lenta causada por el desfase relativo entre los factores de fase e~%nt/h,

Si el sistema se encuentra inicialmente en un solo estado de Floquet, su evolucién sera
periédica (salvo por un factor de fase global); en cambio, una superposicién de varios
modos conlleva una evolucion no periddica debido a la interferencia entre cuasienergias.
Asi, la teoria de Floquet permite descomponer la dindmica de sistemas peridédicos en

componentes rapidas y lentas [13].

Una estrategia atil para estudiar la dindmica efectiva de sistemas peridédicos consiste en
analizar su evolucién estroboscépica, es decir, observar la evolucién del estado cuantico
Unicamente en instantes separados por un miultiplo del periodo T'. Esta técnica permite
eliminar las oscilaciones rdapidas debidas al micromovimiento, resaltando tinicamente la

evolucién lenta gobernada por las cuasienergias, como se ve reflejado en la figura 1.

Partiendo del operador de evolucién temporal [Ec. 3.2] para un periodo T la evolucién en

tiempos t = nT’, con n € Z, se obtiene aplicando consecutivamente el propagador, tal que:
U(nT,0) = [U(T,0)]". (3.8)

Esto se puede deducir, siguiendo el desarrollo de [14], de modo que primero se descompone

la integral del propagador total como suma de integrales idénticas:

nT

7 7 kT
UnT,0)=Texp | —~ [ H(tydt) =Texp(—~3 / H@dt). (3.9
h Jo h = Jo—nr
Reescribiendo la suma dentro del exponente como un producto de exponenciales, y consi-
derando que los integrandos son periddicos e idénticos en cada intervalo, ademds de que

conmutan entre si, es posible introducir el operador de ordenaciéon temporal dentro del
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Figura 1: Comparacién entre la evolucién continua y estroboscopica en un sistema de dos
niveles bajo una modulacién oscilatoria. En rojo se muestra la probabilidad de transicion
calculando el propagador en cada paso y los puntos azules la muestran calculada de forma
estroboscopica para tiempos t = nT.

producto. De este modo, se obtiene:

n i T .
U(nT,0) = kl;[lTexp (-h /0 H(t) dt) — [U(T,0)]". (3.10)

Esta propiedad, aunque a primera vista béasica, tendrd una gran importancia a lo largo
del trabajo, puesto que permitird estudiar sistemas complejos reduciendo costos compu-

tacionales.

Es importante remarcar que en las simulaciones numéricas se utilizaran unidades naturales
h =1, con el objetivo de simplificar los calculos y facilitar su interpretacién. No obstante,
en todas las deducciones analiticas se mantendra explicitamente el valor de &, con el fin

de conservar la generalidad y claridad de las expresiones.

3.2. Puntos cuanticos como sistemas de dos niveles

Los puntos cudnticos son nanoestructuras semiconductoras que confinan a los electrones
en las tres dimensiones espaciales, generando un espectro de niveles de energia discretos.
Esta propiedad permite modelarlos como sistemas de dos niveles, al seleccionar dos estados

energéticos bien definidos para representar los estados logicos |0) y |1).

Una implementacién comiin es el qubit de espin propuesto por Loss y DiVincenzo, en el
que la informacion se codifica en el espin de un tnico electréon confinado en un punto
cuantico (QD). En este caso, los estados de espin “arriba” (|1)) y “abajo” (||)) se utilizan

como base computacional [15].
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También son ampliamente utilizados los qubits de carga, en los que los estados légicos
corresponden a la localizacion del electrén en un sistema de doble punto cuantico (DQD)

en el punto izquierdo |L) o derecho |R) del qubit [16].

Cabe destacar que, aunque estas y otras implementaciones fisicas sean distintas, la formu-
laciéon matematica que describe la dindmica de un sistema de dos niveles es comtn a todas
ellas. Por lo tanto, el tratamiento matematico serd aplicable a cualquier qubit basado en

dos niveles energéticos, independientemente de su realizacion fisica especifica.

3.2.1. Hamiltoniano y estados en un sistema de dos niveles

Para elegir un sistema concreto, se considerara a partir de este momento el caso de un
DQD, cuya dindmica puede describirse en la base: B = {|L),|R)} la cual conocemos como

la base diabética o de estados de carga.

En un primer modelo sin interaccién entre los dos estados, y por tanto sin transiciones

entre estados, el Hamiltoniano actia de forma diagonal sobre esta base:

HI|L) =ep |LY, (3.11)
HI|R) = er|R). (3.12)

Donde €1, y €g son las energias asociadas a cada uno de los puntos cuanticos, determinadas

por factores como los potenciales eléctricos locales o desajustes de energia entre ambos.

No obstante, para describir correctamente la fisica del sistema, es fundamental incluir el
efecto tunel entre los dos estados. Este fenémeno cuantico permite que el electréon pase de
un QD al otro incluso en ausencia de energia suficiente para hacerlo clasicamente. El tinel
introduce una mezcla coherente entre los estados |L) y |R), dando lugar a oscilaciones

entre ellos.

Este acoplamiento se introduce como un término fuera de la diagonal en el Hamiltoniano,

H= (;?2 Aq/% 2) (3.13)

que toma la forma:

donde A representa la amplitud de tinel, es decir, la magnitud del acoplamiento entre los

estados, que determina la probabilidad de transicién entre ellos

Para analizar mas facilmente el sistema, se define el detuning, ¢ = €;, — €g, que mide la
diferencia de energia entre los dos estados, el cual es tipicamente modulado temporalmente

de forma experimental.

H:le(t)/Q A/2] e(t) A
2 2

A2 —e(t))2 = —20,+ =0, (3.14)
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Siendo o, y 0, las matrices de Pauli. Esta representacién con el detuning es especialmente
util para estudiar la dindmica del qubit, ya que muestra como el desajuste energético y el

acoplamiento controlan la evolucién del sistema.

Por otro lado, en este tipo de sistemas, resulta til considerar la base adiabatica, formada
por los autoestados del Hamiltoniano una vez que se ha incluido el acoplamiento tunel.
Esta base se obtiene al diagonalizar el Hamiltoniano, lo cual conduce a dos niveles de

energia conocidos como energias adiabaticas:

By = j:%\/e(t)z A= %AE@). (3.15)

donde AFE representa la separacién energética entre niveles y estd determinada por el

detuning € y el acoplamiento A.

Los autoestados adiabaticos correspondientes se expresan como combinaciones lineales de
los estados de carga |L) y |R), con coeficientes que dependen de la relacién entre € y AE.

Se escriben como:

|EL) =7-|L) —7+|R), (3.16)

|E-) = 7+|L) +7-|R). (3.17)
donde:

’Yizi 1:|:@. (3.18)

VoL NG

Estos estados constituyen una base natural para describir la evolucion del sistema cuando
las condiciones externas varian lentamente. En este régimen, el teorema adiabatico garan-
tiza que, si el sistema parte de un autoestado del Hamiltoniano, permanecerd en él a lo
largo de la evolucién. Asi, la dindmica se restringe a seguir las curvas de energia F1, con

los autoestados |F4).

3.2.2. Probabilidad de Landau-Zener

En sistemas cuanticos de dos niveles, aplicar una modulacién temporal al pardmetro de
control, en este caso, el detuning permite inducir transiciones entre los estados del sistema
de forma controlada. Una de las formas mas simples y fundamentales de modulacién es el

desajuste lineal, dado por: €(t) = vt, donde v representa la velocidad del barrido.

Este tipo de dindmica, ademés de ser analiticamente resoluble, permite entender cémo
parametros como la velocidad del barrido y el acoplamiento afectan las transiciones entre
niveles. Su estudio ofrece una base 1til para abordar modelos mas complejos, como los que

incluyen modulaciones oscilatorias.

10
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Un primer analisis de estos sistemas se puede hacer analizando cémo evolucionan las
energias diabéticas y adiabéticas [Ec. 3.15] ante esta perturbacién, de modo que se obtiene

la siguiente grafica.

Energia (u.a.)

-3 -2 -1 0 1 2 3
£(t) (u.a.)

Figura 2: Diagrama energético para un sistema de dos niveles bajo un desajuste lineal, en
gris se muestran los estados diabaticos (A = 0), mientras que en rojo y azul los estados
adiabaticos, ademas se remarca el gap dado por el pardmetro de tunelamiento A.

De esta se obtiene uno de los resultados mas importantes de estos sistemas conocido como
cruce evitado, que surge cuando existe un acoplamiento entre los estados. En ausencia
de este acoplamiento, las energias locales se cruzan en €(t) = 0, dando lugar a un cruce
real. Sin embargo, al introducir el término de acoplamiento, los estados se mezclan y las
autoenergias se separan, generando un gap (separacion energética entre niveles), el cual

depende directamente del acoplamiento tinel A.

Una caracteristica importante de los cruces evitados se consigue al analizar la evolucién de
los niveles en diferentes bases. Partiendo del estado inicial |R), que en el limite ¢ — —o0
corresponde al estado de menor energia E_, una evolucién lenta (adiabdtica) llevard al
sistema hacia el estado | L) manteniéndose en el estado fundamental adiabatico. En cambio,
una evolucién répida (diabatica) provocard una transicién al estado adiabatico de mayor

energia E, permaneciendo en el estado diabatico |R).

Con esto en mente, el objetivo natural surge en la necesidad de calcular esta probabilidad

de transicién entre los autoestados del sistema durante el paso por la regiéon de cruce evita-

11
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do, asi como caracterizar la fase acumulada durante este proceso. Partiendo del sistema en
el estado fundamental adiabético |[E_) cuando t — —oo, se busca calcular la probabilidad
Pz de que termine en el estado excitado adiabatico |F.) cuando ¢ — +00, tras atravesar

el cruce evitado.

Para ello seguiremos el método de Landau [17], el cual no busca resolver exactamente la
ecuacion de Schrédinger, sino estimar la probabilidad de transicion usando una aproxima-
ci6én semiclasica tipo Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB). Partimos del Hamiltoniano [Ec.
3.14] con desajuste lineal y con autoestados E4(t). Esta aproximacién se basa en calcular
el salto de fase entre las ramas adiabaticas en el plano complejo del tiempo, considerando

que la evolucién cuantica es adiabatica, salvo en las inmediaciones del cruce evitado.

El sistema atraviesa un cruce en el que los niveles no se cruzan verdaderamente en el eje

real, pero si lo hacen formalmente en el plano complejo, en los puntos t. tales que:
2 2 A
€(te)* +A =0 = t.==%i—. (3.19)
v

Asi, la probabilidad de que el sistema cambie de rama adiabdtica se estima a partir de la
fase acumulada a lo largo de una trayectoria en el plano complejo que conecta los niveles

a través de ese cruce complejo. Esto da lugar a la siguiente expresion general:

Pry = exp (—2 m [ (B () — B ()] dt) = exp (—; Im : Je(t)? + A2 dt) (3.20)

to

Donde hemos usado E(t) — E_(t) = \/e(t)? + AZ.

Evaluando explicitamente la integral desde ¢y = 0 hasta t. = iA/v:

A /v TA2
I 2 2dt = . 21
m/o Vw2 +azar =2 (3.21)

Finalmente, obtenemos la férmula de Landau-Zener para la probabilidad de transicién:

A2

Prz =exp <_2Fw

) = exp(—27J), (3.22)

donde ¢ = % se define como el pardmetro de adiabaticidad.

Ademads, se puede obtener la fase que el sistema acumula al atravesar el cruce, conocida
como fase de Stokes, la cual no se deduce directamente en el modelo de Landau, pero si
puede obtenerse mediante enfoques méas completos como el modelo exacto de Zener. Esta
fase esta dada por:

s

0s(6) = 7 +0(nd — 1) +arg [C(1 —id)) (3.23)

donde T es la funcién Gamma y arg[-] denota la fase de su argumento. La fase de Stokes

12
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serd fundamental en el apartado de interferometria LZSM, ya que permite comprender la

interferencia entre trayectorias cuanticas generadas por cruces evitados sucesivos.

Una vez calculada la probabilidad, es natural estudiar el comportamiento del sistema bajo
distintas condiciones. Serd especialmente util estudiar el régimen adiabatico en ambas
bases, ya que esto permitird identificar las transiciones no adiab&ticas relevantes para
el control de qubits en sistemas reales. Para ello, se comparara la evolucién continua del
sistema con la probabilidad analitica utilizando el método de matriz de transferencia (TM),
el cual asume evolucion adiabatica fuera del cruce evitado y modela el cruce como una

transicion no adiabatica puntual, similar al AIM que se abordara en la seccién dedicada
a LZSM.

1.0 w~emeoootAT—" —— Numérico
-=- Analitico

—— Numérico
—-=- Analitico
0.9

0.8 1

0.7 4

0.6 1

Probabilidad
Probabilidad

0.5

0.4 4

0.3 4

0.2 4

T T T T T T T T

T T
2 4 6 8 10
Tiempo (u.a.) Tiempo (u.a.)

(a) Probabilidad en la base diabdtica. (b) Probabilidad en la base adiabética.

Figura 3: Probabilidad de transicion Landau-Zener en régimen diabatico 6 < 1. En rojo
se muestra la probabilidad de transicién Landau-Zener analitica y en azul se muestra la
evolucién continua resolviendo el hamiltoniano numéricamente

Como se puede ver, la probabilidad de Landau-Zener describe fenémenos fisicos distintos
segin la base en la que trabajemos. En la base diabdtica representa la probabilidad de
permanecer en el mismo estado, mientras que en la base adiabatica, de manera analo-
ga, representa la probabilidad de una transicién entre estados. Aunque su interpretacién
varia, en ambos casos describen el mismo proceso fisico. Ambas probabilidades muestran
oscilaciones notables cerca del cruce evitado, especialmente en la base diabatica debido a
la rapidez de la evolucién. Sin embargo, como mencionamos al establecer las condiciones,
en el limite ¢ =& —oo ambas tienden a estabilizarse en el valor analitico esperado, dado

que los estados adiabdticos se aproximan a los estados diabaticos.
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3.2.3. Modulacién oscilatoria

Ahora estudiaremos el caso del Hamiltoniano de un sistema de dos niveles sometido a un

desajuste oscilatorio en el tiempo, descrito por:

H(t) = % (? _f(ﬂ) , (3.24)

donde €(t) = €y + Acos(wt). Aqui, €y es el desajuste inicial y A la amplitud de una

modulacién arménica de frecuencia w; A es el acoplamiento constante entre los dos estados.

Para simplificar la dependencia temporal, realizamos una transformacién de fases con el

operador unitario:

U(t) = exp (—i;gb(t)o*z) , (3.25)

donde la fase acumulada ¢(t) es:

(t) = /0 ") dt = ot + gsin(wt). (3.26)

Aplicando esta transformacién, el Hamiltoniano en el nuevo marco rotante es:

() = U HOU @) — iUT(t)%U(t). (3.27)

Al calcularlo explicitamente, se observa que el detuning €(t) en la diagonal se cancela
exactamente con la derivada temporal del operador U(t), de modo que el Hamiltoniano
transformado depende sélo del acoplamiento A. Utilizando las propiedades de las matrices

de Pauli bajo rotaciones, obtenemos:

H(t) = % (0 cosd(t) + oysiné(t)) . (3.28)

Esto significa que el acoplamiento ya no es fijo, sino que rota continuamente en el plano

zy del espacio de Bloch, siguiendo la fase dindmica ¢(t).

Para tratar la dependencia complicada en ¢(t), expandimos las funciones cos ¢(t) y sin ¢(t)

utilizando la identidad de Jacobi-Anger, que establece:

piBsin(wt) _ Z Jn(ﬂ)einwt7 (3.29)

n=—oo

donde J,, (/) son las funciones de Bessel de primer tipo. En nuestro caso, al escribir cos ¢(t)
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y sin ¢(t) en términos de exponenciales eF0M) aplicamos:

Lip(t) _ tileot+ Asin(wt)) _ it N J <A> inet 3.30
e e (& n;oo n w € ’ ( . )
reordenando:
) 00 AN .
tip(t) I [ = z(:i:eo—s—nw)t. 3.31
0= 3 w(5)e 61

Asi, cos ¢(t) y sin ¢(t) se expresan como una superposicién de términos oscilando a frecuen-
cias combinadas ¢y + nw, representando procesos donde el sistema intercambia multiplos

n de cuantos de energia.

En la préctica, los términos que oscilan muy rapidamente se promedian a cero al integrar
sobre tiempos largos, fenémeno conocido como la rotating-wave approzimation (RWA).

S6lo los términos de baja frecuencia (cercanos a cero) contribuyen significativamente.

Esto lleva a la condicion de resonancia:
T +nw~0 = ¢ =nw, (3.32)

donde n es un entero. Es decir, la transicién eficiente entre niveles AFE ocurre cuando
el desajuste estatico ¢y coincide con un multiplo de la frecuencia de modulacién; esta

condicion se ve reflejada en la figura 4.
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o
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0.0 4 0.0

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
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(a) Caso resonante €y = 3w. (b) Caso no resonante €y = 1,5w.

Figura 4: Probabilidad de transicion con modulacién oscilatoria. En azul se muestra la
probabilidad de transiciéon entre niveles diabaticos y en rojo la probabilidad de mantenerse
en el mismo estado.

Bajo esta condicién, el Hamiltoniano efectivo se simplifica a:

A A
Heg = EJn (w) Og, (333)
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donde el acoplamiento efectivo es

A=A J, <A> . (3.34)

w
y estd modulado por el valor de la funcién de Bessel.

Cuando J,(A/w) = 0, el acoplamiento efectivo se anula y el sistema queda practicamente
"congelado’; un fenémeno conocido como localizaciéon dinamica, donde la dindmica cohe-

rente es suprimida debido a la modulacién externa [18].

Esto permite hacer la ingenieria de transiciones: modulando A y w, es posible controlar
la amplitud de las oscilaciones entre los dos niveles, o incluso detenerlas completamente,

abriendo asi aplicaciones en el control de sistemas cuénticos.

Esta capacidad de manipulacién precisa nos conduce al andlisis de diagramas de inter-
ferencia LZSM, donde se estudian sistematicamente las transiciones como funcién de los

pardmetros A, w y €g.

3.3. Diagramas de interferencia LZSM

Antes se ha estudiado el comportamiento efectivo del sistema bajo un desajuste oscilatorio
para caracterizar su comportamiento ante ciertos parametros para obtener sus condiciones
de resonancia. El objetivo en este apartado serd analizar la probabilidad de transicion
del sistema tras varios periodos de oscilacién. Para ello debemos comprender cémo se

comportan las energias bajo esta perturbacién durante un periodo de evolucién [Fig 5].

E. |

Energia (u.a.)

T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo (u.a.)

Figura 5: Niveles energéticos adiabaticos bajo un desajuste oscilatorio. Se observan dos
cruces evitados por periodo entre el nivel energético superior (rojo) e inferior (azul).
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Como se puede observar, al igual que en el caso de desajuste lineal, se produce el cruce
evitado. Sin embargo, debido a la naturaleza oscilatoria de la modulacién, este ocurre dos
veces por periodo en t1, con wt; = arccos (%0) y otra al volver en t9, donde wty = 7+ wt.
Correspondientes a los instantes en los que el sistema pasa por el valor critico €(t) = 0, es
decir, cuando se alcanza la distancia minima entre niveles adiabaticos. Por tanto, los cruces

evitados se repiten de manera periédica con el mismo intervalo temporal Ty = 27 /w.

Puesto que se busca estudiar la dindmica tras varios periodos de evoluciéon y debido a la
complejidad de la acumulacién de fases entre cruces, el modelo AIM resulta especialmente
util. Este modelo propone que la evolucién del sistema puede aproximarse como adiabatica
en todo momento excepto justo en los cruces evitados, donde se produce una transicion
instantdnea (un impulso). Se seguird el desarrollo llevado a cabo en [5] para desarrollar el

modelo.

Evolucién adiabatica

En las regiones adiabaticas, el sistema sigue los autovalores del Hamiltoniano, acumulando
una fase dinamica, pero sin cambiar de nivel. En la base adiabatica, esta evolucién se

representa mediante el operador unitario:

U(C(t, 1)) = exp(—iC(t, ti)o-), (3.35)

donde la fase acumulada, similar al modelo de Landau, se obtiene por:

dhh)Zé%AfAE@Ud% AE(t) = y/e(t)? + A2 (3.36)

Esto implica que los estados |E4(t)) y |E—(t)) evolucionan tinicamente adquiriendo fases
opuestas, sin intercambio de poblacion.
Transicién no adiabatica

Para modelar este impulso, es importante notar que es posible hacer una linealizacién de

la modulacién oscilatoria cerca del cruce evitado, tal que:

+ o(t — to), (3.37)

De modo que, siendo la primera derivada no nula y despreciando términos de orden mayor,

se redefine el parametro de adiabaticidad como:

A2

4p de
dt t=to

5 (3.38)
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Entonces se puede reescribir la probabilidad de transicién usando la férmula de Landau-
Zener [Ec.3.22] con este nuevo parametro de adiabaticidad. Ademés, por analogia directa

entre el modelo lineal y oscilatorio, vemos que v ~ Aw.

Entonces, en las inmediaciones del cruce evitado, el sistema puede realizar una transiciéon
no adiabatica con probabilidad Prz. La transiciéon se modela entonces mediante una matriz

de transferencia N en la base adiabatica:

Re~ s _T
N:< . Rei¢>s>’ (3.39)

donde R=+/1— Prz, T =+/Prz,y ¢g es la fase de Stokes.

La evolucion completa a través de un cruce, incluyendo las fases acumuladas antes y

después, se expresa como:

Re~H(@s+Ci+Cr)  _Te—i(Gi—Cr)
‘ iy : (3.40)

CWCfﬂVU(Q)::< TeillG—Cr)  Reilds+Gitey)

Asumiendo que el sistema comienza y termina su evolucion lejos de los cruces, es decir,
en regiones donde la evolucién puede considerarse puramente adiabética, entonces toda
la dindmica del ciclo puede describirse como dos evoluciones adiabaticas intercaladas por
dos transiciones no adiabaticas. En ese caso, la evoluciéon durante un ciclo completo se

describe mediante la llamada matriz de doble paso =:

E=VU; N 'U, N Us,. (3.41)

Para obtener las componentes de esta matriz y poder realizar calculos posteriores, resulta

util diagonalizar =. Para ello, se introduce una matriz unitaria A de la forma:

Ay —A%
A= < H 21), AAT =T, AP+ |A9)? =1, (3.42)
An Afy
de modo que se cumple:
e’ 0
AZAT = ], 3.43
< 0 e ( )

donde ¢ es el angulo de fase asociado a la evolucion. Esta condicién implica que la matriz

it
= = At (6 0 ) A, (3.44)

= puede escribirse como:
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a partir de lo cual se obtienen las expresiones explicitas para los elementos de =:

=11 = |A11|26i¢ + ‘A21‘267i¢’ (3.45)
521 = —2’iA11A21 sin qb (346)

Entonces, al expresar los elementos de = a partir del modelo de transferencia se obtiene:

21 = —RZe %+ — 7274 (3.47)
Z1p = —2iRTsin(®g;) = —=7,, (3.48)

con las fases definidas como:
(+=0+C+2¢s, (—=0C—C, Pst=0os+C- (3.49)

La probabilidad de encontrar el sistema en el estado excitado tras un ciclo completo es:
piowble — =512 = 4P(1 — P)sin® ;. (3.50)

Para comprender esta dindamica se puede hacer una analogia de este comportamiento con
el de un interferémetro de Mach—Zehnder: cada cruce actiia como un divisor de haces, y
las trayectorias cuanticas interferentes acumulan una diferencia de fase ®g;, llamada fase

de Stiickelberg, que modula la visibilidad de la interferencia.

Transiciones multiples

Una vez obtenida la dindmica al atravesar una vez el cruce es necesario comprender ahora
el caso de multiples cruces. La evoluciéon del sistema después de n periodos completos
puede describirse mediante matrices de evolucién especificas para los distintos intervalos
temporales. Si denotamos por T} el periodo del desajuste oscilatorio, la evoluciéon temporal

queda definida por las siguientes relaciones:
U(t,t1 +nTy)ZE", parat—nTy € (t1,t2), (3.51)

U(t,ta + nTy) NULE", parat —nTy € (to,t1 + Ty), (3.52)

donde = representa la matriz de evolucién asociada a un solo ciclo de cruce evitado, N y
U, representan las contribuciones debidas a la dindmica adiabética entre cruces. El estado

del sistema tras n periodos completos esta, por tanto, dado por:

= =
" = ,:(n)* :(n)* ) (353)
=12 =11
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Los componentes se pueden obtener de forma similar a la usada para la ecuacién 3.46 lo

cual generalizando para n periodos se obtiene:

sin(ng)

>sing

Im=
Eg’{) = cos(n¢) + z%

n¢

De modo que la probabilidad de transicién al estado excitado tras n cruces es:

sin(ng), Egg) =I ¢ = arccos(ReZ11). (3.54)

i 02 ;2
= : sin(ng) _ Louble  SI07(n9)

Pi(n) = W2 = 4P(1 — P)sin? Og; - 2 = pdouble 20 0P/ 3.55

+(n) = | 12 | ( ) St sin2¢ + sin2d> ( )

Esta ecuacién no solo permite analizar la dinamica del sistema de forma estroboscopica en
tiempos t = nT [Fig. 6], con un costo computacional significativamente menor que el de los
métodos basados en la teoria de Floquet (aunque con una pérdida de precisién en ciertos
regimenes), sino que ademds proporciona una base para un andlisis analitico accesible, lo

que facilita una comprension mas profunda del comportamiento del sistema.

1.0 —— Simulacién numérica
e Formula analitica

°
Y

°
=

Probabilidad de transicién P

o 100 200 300 400 500 600
Tiempo (u.a.)

Figura 6: Probabilidad P; de transicién en un sistema con un desajuste oscilatorio tras
multiples pasos sobre los cruces evitados. En azul se muestra la evolucién continua y en
rojo los puntos estroboscépicos calculados con la férmula 3.55.

Con esto hemos obtenido una forma de analizar el comportamiento del sistema en funcién
del tiempo. Pero tipicamente esto no es algo que sea accesible experimentalmente, lo que
buscamos obtener sera la probabilidad promedio de que el sistema pueda cambiar de
estado. Para ello, promediaremos la ecuacién 3.55 sobre n ciclos de oscilacion.
=12 =12
5 _ |Eanl* 1 |Za1

_ F 1 3.56
t 7 25in2 ¢ 2 2912+ (Im E11)2 ( )

Esto permitird capturar el comportamiento resonante acumulado (constructivo o destruc-
tivo) a lo largo de muchos ciclos, ademds de proporcionar una medida comparable con
observables experimentales, pudiendo obtener asi condiciones en las que el sistema alcan-

za resonancia y acumulaciéon de poblacion en el estado excitado.
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Se puede ver de forma directa del promedio que este alcanza su maximo cuando ImZq; =0

dando la condicién de resonancia: (1 — P)sin(y — Psin(_ =0

En particular, en los regimenes adiabatico y diabético, la condicién de resonancia en

funcién de las fases acumuladas adopta las siguientes formas:
(1 +C =km parad>1 (adiabatico) (3.57a)

(1 —C=km parad <1 (diabatico). (3.57b)

De tal forma que podemos usar la férmula 3.36 para evaluar explicitamente ( y (_ para

obtener las condiciones de resonancia, en funcién de los pardmetros del sistema:
2A ~ krhw para 6 > 1 (adiabético), (3.58a)

g0~ khw para d <1 (diabdtico). (3.58b)

Para el limite diabdtico se recupera la misma férmula que en la ecuaciéon 3.32, lo cual
no es de extraflar, ya que en ambos casos se describe la probabilidad de transiciones
multifotonicas, la energia efectiva de transicién entre niveles ¢g =~ AFE domina sobre los
demas parametros del sistema. Por otro lado, en el régimen adiabatico, donde la evolucién
del sistema es lenta y las transiciones entre niveles son poco probables, es la amplitud A
la que adquiere un rol dominante, debido a que esta probabilidad se ve més influenciada

por la acumulaciéon de fase dindmica a través del cruce.

Para el caso adiab4tico la férmula de transicién promedio, teniendo en cuenta que sin?(®g;) =
1(14 cos (4 cos (), toma la forma:
— P(1—P)(1+ cos(ycos(_)

Py = P(1—P) (14 cos¢ycos¢ )+ [(1 = P)sin¢y + Psin_]> (3.59)

Reordenando y simplificando se llega finalmente a la férmula:

Yo P(1 + cos (4 cos(_)
T sin? ¢+ P(1+ cos(ycosC-)

(3.60)

De la cual se puede obtener el primer diagrama de interferencia LZSM, el cual comparamos

con un método de resolucién directa mediante la evolucién del hamiltoniano [Fig. 7].

Se observa una clara concordancia entre los resultados del modelo AIM y los obtenidos
mediante la evolucién completa del Hamiltoniano. En particular, se verifica la condicion
de resonancia derivada previamente para el caso €y ~ 0. Los demas puntos de interferen-
cia pueden obtenerse de forma andloga, incorporando términos de orden superior en la
expansion, lo que revela una dependencia conjunta de A y €y, dando lugar a un patrén

caracteristico de curvas céncavas como se ve en el diagrama y franjas de resonancia cuyo
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Probabilidad media de transicién
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0.0
-3 -2 -1 0 1 2 3
Desequilibrio inicial € (u.a.)

0.0
1 2 3

-1 0
Desequilibrio inicial €0 (u.a.)

(a) Modelo AIM. (b) Resolucién nimerica.

Figura 7: Diagramas de interferencia LZSM calculando la probabilidad de transicién pro-
medio en la base adidbatica de forma anélitica y numérica. En rojo se muestran los puntos
de interferencia constructiva.

numero viene dado por el correspondiente entero k. Es importante remarcar en este punto
que el modelo AIM necesita de la presencia de cruces evitados en la evolucién, por ello su

rango de validez se centra en €y < ||Al|, fuera de este se supone que no hay transferencia.

Este tipo de diagramas no solo permiten visualizar las condiciones de resonancia, sino
que resultan utiles en multiples aplicaciones, como el andlisis de coherencia cuantica, la
identificacion de sweet spots, es decir, puntos de operacion donde el qubit presenta una
dindmica mas robusta frente al ruido, y el disefio de puertas légicas cuanticas en funcién

de los parametros del sistema, entre otras aplicaciones discutidas en la introduccion.

Para el caso de modulacién réapida se puede obtener de la féormula 3.56 aplicando las

condiciones del régimen diabatico:

— 270 cos?(Ca — m/4)
7 sin? ¢ + 4mb cos?(Cp — m/4)

(3.61)

De modo que, haciendo una comparacién entre el modelo AIM y la resolucién numérica

del hamiltoniano, obtenemos la figura 8.

En este caso, el diagrama presenta franjas verticales correspondientes a €y = khw, es decir,

cada una de las lineas representa una condicién de resonancia multifotonica del sistema.

En las cercanfas de la k-ésima resonancia, para w ~ w®), se puede aproximar la probabi-
lidad de transiciéon como:
1 A?
pk) — — . k
W2 A2+ (khw — €)?’

(3.62)

donde Ay, se corresponde con el acoplamiento efectivo (Ec 3.34) y en una primera aproxi-
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(a) Modelo AIM. (b) Resolucién nimerica.

Figura 8: Diagrama de interferencia LZSM calculando la probabilidad de transicién pro-
medio en la base didbatica de forma andlitica y numérica. En rojo se ven los puntos de
resonancia debido a transiciones multifoténicas.

A

macion en ¢ se puede expresar como:

| 2hw A 7

La probabilidad total P, se obtiene sumando las contribuciones individuales de cada k:
Py =3 PP, (3.64)
k

Esta féormula es tipicamente usada para describir estos sistemas donde la interferencia
provoca franjas correspondientes a transiciones multifoténicas, por su simplicidad e inde-
pendencia de las fases acumuladas. De esta forma, se ha podido demostrar que el modelo

AIM es capaz de predecir con gran exactitud estos diagramas de interferencia.

En resumen, los diagramas de interferencia LZSM obtenidos mediante el modelo AIM nos
permiten identificar de forma precisa las condiciones de resonancia y zonas de interferencia
constructiva o destructiva con un menor costo computacional. Ademads, representa un
marco analizable matemdatica y fisicamente. Puesto que la resolucién numeérica, aunque

sea mas exacta, representa un costo computacional alto y es un modelo de caja negra.

En posteriores apartados, usaremos estos conceptos para definir una metodologia concreta
que permita escalar esto a anélisis de sistemas méas complejos. En concreto, presentaremos
un modelo de cuatro niveles que incluye el grado de libertad de valle energético, carac-
teristico de puntos cudnticos en Si/SiGe y aplicaremos esta metodologia para caracterizar

el sistema.
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Cabe destacar que la metodologia empleada es facilmente extensible a otros sistemas
cuanticos con estructuras de multiples niveles y grados de libertad adicionales, como en el
caso de puntos cuanticos triples, o arquitecturas més complejas que incluyen acoplamiento

spin-valle o interaccién con cavidades superconductoras.

24



Estudio de qubits semiconductores mediante interferometria LZSM ue Universidad
Jorge Bonilla Rodriguez Europea

4. METODOLOGIA

4.1. Descripcion de la solucién, metodologias y herramientas empleadas

Para analizar la dindmica cudntica del sistema se usa la teoria de Floquet como herra-
mienta fundamental. Esta permite estudiar sistemas periédicamente modulados de forma
estroboscopica, sin necesidad de resolver toda la evolucién numérica. Esta técnica reduce
significativamente la carga computacional, es especialmente ttil en sistemas modulados

bajo una perturbacién lenta o al escalar el andlisis a modelos multinivel.

De forma general se seguird una metodologia, dividida en varios pasos fundamentales,
que permitird comprender las caracteristicas de cualquier sistema y asi poder emplear la
solucion y herramientas desarrolladas en este trabajo. En primer lugar, se obtienen las
energias y autoestados del sistema a estudiar. Este paso es esencial para identificar los
parametros clave que definen su comportamiento, como los acoplamientos entre niveles,
el detuning o los efectos de simetria. Entender estas caracteristicas facilita el andlisis
posterior frente a perturbaciones externas, ya sea un campo eléctrico, magnético u otro

tipo de modulacion.

A continuacion, se estudia la respuesta del sistema ante una modulacion lineal y oscilatoria.
Esto permite caracterizar los cruces evitados e identificar transiciones no adiabaticas. En
particular, se presta atencién a cémo estas perturbaciones afectan la probabilidad de

transicion entre niveles, un aspecto central en la caracterizaciéon de qubits.

Una parte importante del enfoque consiste en buscar condiciones que simplifiquen el anali-
sis del sistema, normalmente mediante aproximaciones analiticas. Se trata de encontrar
puntos de resonancia o simetrias que permitan entender su dindmica sin necesidad de

recurrir a tratamientos analiticos complejos o simulaciones computacionalmente costosas.

Si es posible aplicarlo, un recurso 1til serd el AIM, que permite describir la evolucién
del sistema de forma analitica. Este enfoque resulta especialmente 1til cuando el sistema,
puede aproximarse a un modelo efectivo de dos niveles, ya que en ese caso la dindmica se
vuelve més tratable analiticamente. El AIM permite asi estudiar como responde el sistema
a variaciones de los pardmetros externos y entender la interferencia cuantica de manera

mas intuitiva, sin recurrir a simulaciones completas.

Tras hacer todo el andlisis analitico posible, se llevaran a cabo simulaciones numéricas para
generar diagramas de interferencia LZSM, representando la probabilidad de transicién
promedio en funcién de los parametros de control. Es importante diferenciar en este paso

entre dos regimenes, cada uno fundamentalmente diferente y con caracteristicas propias.

= Modulacién rapida: donde las condiciones de resonancia obtenidas analiticamente

pueden reflejarse en el patrén de interferencia, validando las predicciones del modelo.
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= Modulacién lenta: donde el sistema se comporta de forma mas compleja y las es-
tructuras del diagrama pueden revelar caracteristicas internas del sistema, como

acoplamientos ocultos o zonas de operacién 6ptima.

Finalmente, se realizard una interpretaciéon de los datos obtenidos, conectando los resul-
tados con la fisica del sistema real. Es importante tener en cuenta al aplicar este modelo
que el uso de la base apropiada al régimen utilizado durante las simulaciones LZSM es pri-
mordial. Descuidar este aspecto puede llevar a obtener resultados con asimetrias o rasgos
artificiales, que son un artefacto de no haber realizado el previo analisis establecido. Esta
interpretacién incluye analizar el impacto de los parametros, identificar comportamientos

relevantes desde el punto de vista experimental y buscar condiciones caracteristicas.

4.2. Recursos requeridos

I. Cédigo y entorno de simulacién: Para implementar los modelos teéricos y rea-
lizar las simulaciones numéricas se han desarrollado varios cédigos en Python, pa-
ra el estudio de la dindmica cudntica de estos sistemas. Estos permiten calcular
propagadores, probabilidades de transiciéon estroboscopica y generar diagramas de

interferencia LZSM. Para su implementacién se han utilizado las siguientes librerias:

= NumPy: para manejar vectores, matrices y operaciones algebraicas fundamen-

tales.

SciPy: para integracién numérica y resolucién de ecuaciones diferenciales.

Matplotlib: para generar las figuras y diagramas de interferencia LZSM.

QuTiP: para representar y evolucionar sistemas cudnticos de forma eficiente.
» GitHub: Como repositorio para los codigos [11].

I1. Referencias bibliograficas: El desarrollo del marco teérico y del modelo AIM ha
requerido una revision detallada de la literatura cientifica actual en el campo de la
interferometria LZSM y la dindmica cuéntica en puntos cudnticos semiconductores.
Se ha hecho uso tanto de articulos especializados como de libros de texto avanzados

sobre mecanica cudntica, teoria de Floquet y qubits semiconductores.

III. Herramientas de Inteligencia Artificial: Durante la elaboracién de este trabajo
se emplearon herramientas de inteligencia artificial como apoyo complementario en
tareas especificas, manteniendo en todo momento la autoria y la integridad académi-

ca del contenido. En particular, se utiliz6 ChatGPT-4o0 para:

= Mejorar la redaccion técnica y el estilo académico, solicitando reformulaciones

maés claras de ciertos parrafos, por ejemplo:
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“Reformula este pdrrafo con un tono mas académico y fluido: [...]”
= Revisar y optimizar fragmentos de cédigo, pidiendo sugerencias como:
“sHay alguna forma de simplificar o mejorar este cddigo que [...[]?”

Ademas, se empleo la herramienta de correccién automatica integrada en Overleaf para la

deteccion de errores gramaticales y tipograficos durante la redaccién del documento.

Estas herramientas se utilizaron exclusivamente como recurso de apoyo, sin sustituir en

ningin caso el trabajo intelectual, analitico ni técnico realizado por el autor.
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5. RESULTADOS

5.1. Estados y energias en un DQD en Si/SiGe

Una vez caracterizada la dindmica en un modelo de dos niveles, y haber definido una
metodologia para estudiar el comportamiento de estos sistemas frente a modulaciones
externas, es natural aplicar esta metodologia en un sistema mas complejo y realista, para

asi validar su utilidad y escalabilidad.

En particular, se considera un sistema formado por un electrén confinado en un DQD
implementado en una heteroestructura Si/SiGe. Este qubit se puede modelar como un
sistema de cuatro niveles energéticos, resultantes del entrelazamiento entre los estados de
carga y los estados de valle en cada punto [4]. A continuacién, se estudiard este modelo

descrito en [19].

Para describir su dindamica se usa una base que combina las bases orbital y de valle. En la
base orbital, el estado del electrén en el punto izquierdo se denota |I) y en el derecho |r).
Se introducen los operadores de Pauli o, y o, que acttian en el espacio orbital de modo
que el Hamiltoniano Hy que describe la parte independiente del valle (orbital) del DQD
es entonces el mismo que en un sistema de dos niveles dado por [Ec. 3.14], donde ¢ es el

detuning y t. es el elemento de tinel inter-dot (entre puntos).

El grado de libertad de valle en cada QD se modela mediante un Hamiltoniano de dos
niveles en el espacio de valle propio. Para cada punto i = [,r (izquierdo y derecho), este
Hamiltoniano se expresa como:

Hyi= 5 - 7 (5.1)

N =

donde J; es un vector tridimensional que determina la direccion y magnitud del splitting

(desdoblamiento energético) de valle en el punto i, y 70 = (72,72, 79) son los operadores

zrlys Tz
de Pauli definidos en una base comun de valle {| + z), | — z)}. Su médulo |0;| representa la

separacion energética entre los estados de valle en el punto cudntico correspondiente.

Para describir el sistema completo, se combinan ambos puntos cuanticos en un tnico
Hamiltoniano. Es ttil definir las combinaciones simétrica y antisimétrica de los vectores

de valle 5i = %(5} + 5;«) Usando esta notacién, el Hamiltoniano total de valle se escribe:
HO = 2 37 fis(il 8- 7 = 2 (54 4+ 023) - 70 (5.2)
v2 2 ’

i=l,r

donde o, acttia sobre el espacio orbital. El término proporcional a §_ introduce un aco-

plamiento diferente para cada punto cuantico.

Para simplificar esta expresion, se rota la base de valle de forma que el nuevo eje 7, se alinee

con 5+, y el nuevo eje 1, se defina como la proyeccién de §_ sobre el plano perpendicular
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a g+. Tras esta rotacion, el Hamiltoniano adopta la forma:
g O 1
H, = 57_2"’_ 5(5z T, + 0p Tx) Oz, (5.3)

El Hamiltoniano total del DQD, que incluye los términos orbitales y de valle, se escribe

entonces como:

Hy t.1
Hy=H;+H) = "1 "7, (5.4)
t.1 Hp

Este acttia en el espacio Horbital @ Hvalle- Donde Hy y Hp son los sub-Hamiltonianos
asociados al punto cuantico izquierdo y derecho, respectivamente. Entonces, usando Ay, =

0+9,y Agr =0 — §, definimos las diferencias energéticas del valle y los dngulos como:

b
Epr=\/A} p+02, tanfpr= A;R' (5.5)

Los sub-Hamiltonianos resultan ser:

H, — E]I+ & cosf; sindy 7
2 2 \sinf; —cosby
(5.6)
HRI—E]H-@ cosflp sinfg .
2 2 \sinfrp —coslp

Para expresar el Hamiltoniano en la base de autovalores locales de valle, se aplica la

transformacion unitaria:

Cos %L sin %L 0 0
.0 0
o sin 2 cos 09 00 (5.7)
0 0 cos TR sin TR
0 0 —sin %R cos %R
y se obtiene el Hamiltoniano final:
8/2 + Ep, 0 t t
. 0 2 -t t
Hy=UH,UT = e/ : (5.8)
t —t/ —5/2 + Egr 0
t t 0 —€/2
siendo: g g g g
£ = tocos (*R) ¢ = t,sin (;R) (5.9)

en este caso t el elemento de tunel intra-valle, que conserva el estado de valle, con cambio
de orbital y t’ es el elemento de tinel inter-valle, que implica un cambio de estado de valle

y orbital.
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De modo que los estados en la nueva base local de valle toman la forma:
0 0
L'y = |I) (cos ?L] + z) + sin ?L] - z)) ,
0 0
|L) = |I) (— sin 7L| + z) + cos ?L\ — z>> ,
(5.10)

|R'Y = |r) <COS %ﬂ + z) + sin %%\ — z>> ,

0 0
|R) = |r) (—sian\ + z) —i—cos?R\ — z}) .

De esta manera, el Hamiltoniano Hy describe la interaccién entre los dos puntos cudnticos
en funcién del detuning e, la diferencia de energia de valle en cada QD (Er y ER), y los

elementos de tunel intra-valle ¢ e inter-valle ¢'.

Ahora se aplicaran los pasos de la seccién anterior para poder caracterizar este sistema.
En primer lugar, estudiaremos el comportamiento de los niveles diabaticos y adiabaticos
en el hamiltoniano de este sistema bajo un desajuste lineal, para comprender la dindmica
de transferencia del sistema y bajo un desajuste oscilatorio para analizar como afectard a

los futuros diagramas.

4 R.

Energla (u.a)

2 -1 1 2 0.0 01 02 03 05 0.6 07

04
Tiempo (u.a.)

0
£lt) (wa)

(a) Desajuste lineal. (b) Desajuste oscilatorio.

Figura 9: Energias en una heteroestructura Si/SiGe, representado como un sistema de
cuatro niveles, sometidos a un desajuste energético.

Al extender el analisis al caso de un sistema con cuatro niveles, podemos observar cémo la
dindmica se vuelve considerablemente méas compleja. A diferencia del modelo més simple
de dos niveles, ahora encontramos cuatro cruces evitados. Cada vez que el sistema atraviesa
uno de estos cruces, ocurre un cambio en la referencia de las bases diabaticas y adiabaticas,
fenémeno que ya vimos en el caso de dos niveles. Esto se manifiesta claramente en la

inversién de los estados energéticos locales Er, y Fgr en la primera figura.

Es especialmente relevante sefialar que, en un periodo completo de oscilacién, pasamos a

tener un total de ocho cruces evitados. Esto incrementa la complejidad del problema, no so-
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lo desde un punto de vista numérico y analitico, sino también desde una perspectiva fisica.
El comportamiento resultante presenta patrones de interferencia considerablemente mas
elaborados, producto de las multiples transiciones no adiabaticas y las fases acumuladas

a lo largo de cada trayecto entre cruces.

5.2. Interferometria LZSM aplicada al modelo de 4 niveles

Ahora aplicaremos los conocimientos adquiridos en el caso de dos niveles para caracteri-
zar este sistema, pudiendo obtener su comportamiento frente a diferentes condiciones y

analizar como afectan los diferentes pardmetros al qubit.

Comenzaremos analizando la situaciéon en la que el sistema se encuentra en el régimen
diabatico. En este régimen para un sistema de dos niveles, se observé que las franjas de
interferencia LZSM corresponden a transiciones multifotéonicas. Esto permite identificar las
condiciones de resonancia mediante la relacion AE = kw, entre los niveles del hamiltoniano
[Ec. 5.8]. En este contexto, se encuentran las siguientes condiciones de resonancia para

transiciones entre puntos cuanticos (con y sin cambio de valle):
¢0o— (Egr — Er) = kiw, |L) — |R) (5.11)
€+ Ep =kow, |L)—|R) (5.12)
Para transiciones dentro de un mismo QD, la condicién es:
Ep =ksw, |L)—|L") (5.13)

Y ambos estan relacionados mediante ko = ki + k3, lo que significa que el proceso de
ttnel entre puntos con flip solo puede darse cuando el sistema absorbe simultaneamente la
energia necesaria para realizar el tunel, y la energia necesaria para provocar la transicion

interna.

En los diagramas de interferencia [Fig. 10] se puede comprobar ficilmente cémo se cumplen

estas condiciones de resonancia obtenidas analiticamente.

Ademés, se observa que las franjas de interferencias entre puntos cudnticos tienen una
probabilidad promedio mas alta que las de un mismo punto. Por otro lado, al observar
la figura 10b, se aprecia que la probabilidad tiene su maximo para la primera transicion

multifoténica, decayendo notablemente en posteriores transiciones.

Con esto se ha comprobado el efecto de las energias locales en los diagramas de interferen-
cia. Entonces ahora resta obtener cémo los parametros de tinel varian el patréon, para ello
analizando la ecuacién 5.9, se puede ver que es posible estudiar la relaciéon entre ambos

en funcién del angulo, tal que %/ = tan(¢), siendo ¢ = %, obteniendo los patrones de
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Figura 10: Diagrama de interferencia LZSM en el régimen diabético, calculando la proba-
bilidad de transicién entre puntos y en el mismo punto, con una asimetria energética entre
los niveles locales de F;, =1y Er = 6.

la figura 11, en los cuales se puede comprobar que la relacién entre ambos afecta tanto
a la probabilidad media como a la altura relativa entre las franjas de interferencia. En
concreto, para angulos pequefios, domina ¢, y por lo tanto la transicién entre valles [Ec.
5.11]. Mientras que para angulos grandes, con ¢’ més alto, domina la transicién entre valles
con cambio de espin [Ec. 5.12].

1
=
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S S
s &
Probabilidad media de transicién
Amplitud Aw (u.a.)
Probabilidad media de transicién

-20 20
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(a) ¢ = 20° (b) ¢ = 70°

20

Figura 11: Diagrama de interferencia LZSM en el régimen diabético, calculando la proba-
bilidad de transicién entre puntos para parametros extremos del angulo entre los tunela-
mientos t y t'.

Ahora, pasando al estudio del qubit en un régimen adiabéatico, estudiando la probabilidad

de que el sistema se mantenga en el estado fundamental, se obtiene el siguiente diagrama

de interferencia [Fig. 12].
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Figura 12: Diagrama de interferencia LZSM en un modelo de 4 niveles en el régimen
adiabatico, se puede observar la asimetria debido a la diferencia entre los niveles locales
de cada punto Ep v Eg.

Para este régimen se pueden ver las franjas caracteristicas similares al modelo de dos di-
mensiones con frecuencia baja. Principalmente, centrando la atencién en valores pequenos
de amplitud, el patrén se asemeja al de dos niveles con curvas céncavas. Sin embargo,
en este caso, al aumentar la amplitud se produce una asimetria entre ambos lados del
patron en forma arqueada, se observa ademas como esta asimetria incrementa junto con

la amplitud y el desajuste inicial.
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6. DISCUSION

A continuacién, se procede a la discusién de los resultados presentados en el capitulo
anterior. En primer lugar, al considerar el régimen diabatico y analizar las condiciones
analiticas calculadas en el capitulo anterior [Ec. 5.11] [Ec. 5.12] [Ec. 5.13], resulta relevante
sefialar que dichas condiciones presentan una notable semejanza con las de un modelo
de cuatro niveles con desdoblamiento energético tipo Zeeman, inducido por un campo
magnético externo [20]. No obstante, esta analogia debe establecerse con precaucién, ya
que el desdoblamiento observado en el modelo con grados de libertad de valle se origina en
parametros intrinsecos del qubit, determinados por el proceso de fabricacién y la estructura
del material, mientras que el desdoblamiento Zeeman responde a una interacciéon con un

campo magnético aplicado externamente.

Centrando la atencién en los resultados obtenidos, el andlisis de los diagramas de interfe-
rencia permite identificar efectos caracteristicos de la dindmica multinivel. En comparacién
con el modelo de dos niveles, se observa que la presencia del grado de libertad del valle
induce un desdoblamiento en las franjas de interferencia, dentro de la misma transicién
multifoténica (ky = ky = 0,1,...,n). Este resultado pone de manifiesto la relevancia de la
interferometria LZSM como herramienta de diagnéstico en sistemas cudnticos complejos.
En particular, en escenarios experimentales orientados al control coherente de transicio-
nes entre estados cudnticos, la descripcién basada en un modelo de dos niveles resultaria
insuficiente. La presencia de multiples niveles energéticos ocultos implica la necesidad de
ajustar los pardametros de control en funcién de si se busca una transiciéon entre puntos

cuanticos con o sin cambio de nivel energético.

Ademas, el analisis de los parametros de tunelamiento en funcién del dngulo aporta infor-
macion esencial sobre la utilidad de estos canales. Se observa que el control del angulo de
tunelamiento permite modular la intensidad de las franjas de interferencia, incrementando-
las o suprimiéndolas segtn el valor elegido. Este resultado pone de manifiesto que es posible
manipular selectivamente los canales de transicién mediante ajustes experimentales, lo que
convierte a este parametro en una herramienta 1til para el control coherente del sistema.
Las transiciones tinicamente entre valle son las que permiten implementar y controlar de
forma estdndar un qubit de carga. Al hacerse relevante t’, se activan transiciones que com-
binan cambio de posiciéon con cambio de valle, cuya utilidad préactica reside en revelar la
hibridacién entre estados, proporcionando mas lineas de resonancia en el diagrama LZSM,
lo que puede aprovecharse para ajustar o calibrar el sistema experimentalmente. Por ello,
es necesario un control preciso de estos canales. Por su parte, las transiciones internas de
valle, asociadas a Ef y ER, son esenciales para determinar la estructura energética del
sistema. Su valor define las energias locales, las cuales condicionan la activacion de otros

canales.
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Ahora, pasando al andlisis del diagrama obtenido para el régimen adiabético [Fig. 12],
resulta fundamental destacar la relevancia de haber podido obtener este resultado, ya
que se ha observado un patrén cualitativamente similar en experimentos reportados en la
literatura, como en [8]. En dicho trabajo, no obstante, se incluia un efecto de dressing,
es decir, una modulacion rapida de baja amplitud superpuesta a la conduccién principal.
Esto refuerza la validez de nuestra simulacién numérica basada en el modelo de cuatro

niveles, al mostrar una concordancia directa con resultados experimentales.

En particular, al analizar el patrén de interferencia a valores bajos de amplitud y desajuste
inicial, se observa que el sistema reproduce caracteristicas propias de un modelo de dos
niveles. Esto abre la posibilidad de aplicar modelos analiticos efectivos, como el AIM, asi
como considerar la inclusion del dressing, lo cual ha sido tratado en profundidad en trabajos
tedricos como [21]. Por otro lado, al aumentar la amplitud de modulacién, aparecen franjas
curvadas asimétricas, cuya forma se debe a las diferencias energéticas locales entre los dos

puntos cuanticos.

Este comportamiento pone de manifiesto la necesidad de considerar parametros que suelen
quedar ocultos en modelos de dos niveles simplificados, como el grado de libertad de
valle. Su inclusién permite capturar efectos de hibridacion entre estados que pueden ser
aprovechados para el diseno de qubits en dispositivos semiconductores, abriendo nuevas
vias para la manipulacion y el control cudntico en arquitecturas reales de computacién

cuantica.

En este contexto, la utilidad de la interferometria LZSM se presenta en dos ambitos di-
ferenciados. Mediante la implementacién experimental para busqueda de pardmetros des-
conocidos en un sistema y validacién de modelos. Por otro lado, mediante un anélisis
tedrico como el presentado en este trabajo. Cuyo punto fuerte es la capacidad de anali-
zar de forma simple estos sistemas para poder caracterizarlos, obteniendo sus parametros
relevantes. También se usa para encontrar puntos de operacién eficaz, sweet spots, donde
el qubit presenta una proteccion eficaz frente al ruido, analizar pérdidas de coherencia en
diferentes regimenes y comprender cémo afecta la implementaciéon de puertas logicas en

estos sistemas.
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7. CONCLUSIONES

7.1. Conclusiones del trabajo

En este trabajo se ha llevado a cabo un estudio de qubits semiconductores, analizando su
dindmica en distintos regimenes de operaciéon y variando los parametros de control. Para
ello, se han empleado herramientas teéricas como la teoria de Floquet, modelos analiticos
como el AIM, y simulaciones numéricas para describir la evoluciéon temporal del sistema.
Este enfoque ha permitido entender como se producen y modulan las transiciones cuanticas
en presencia de cruces evitados periddicos, revelando el papel central de la interferometria
LZSM como técnica eficaz para analizar procesos de resonancia, acumulacion de fase,
y analisis de coherencia. La comparaciéon entre resultados analiticos y simulaciones ha

validado el uso del AIM como modelo efectivo para sistemas modulados periédicamente.

Posteriormente, todo el marco teérico y numérico desarrollado se ha implementado en
un modelo mas complejo y realista de cuatro niveles, correspondiente a un sistema de
doble punto cuéntico en silicio tipo Si/SiGe. En este modelo se incorpora explicitamente
el grado de libertad del valle energético, cuya presencia introduce nuevos fenémenos como
la hibridacion entre estados de valle y 6rbita, el desdoblamiento de las resonancias en el

diagrama y la aparicién de estructuras curvas atipicas.

En su conjunto, este trabajo proporciona una metodologia de cémo aplicar la interfe-
rometria LZSM al estudio de qubits semiconductores, no solo en modelos ideales, sino
también en arquitecturas con mayor complejidad. Ademas, esta metodologia es aplicable
a otros modelos y plataformas de qubits, de modo que es una herramienta muy versatil

para el diseno, caracterizacién y optimizaciéon de qubits.

7.2. Conclusiones personales

Personalmente, me gustaria destacar que el tema abordado en este trabajo, la compu-
tacién cuéntica, es un drea por el cual tengo gran interés. A lo largo del desarrollo he
tenido la oportunidad de profundizar en esta tecnologia emergente, lo que ha reforzado
mi conviccién de que quiero orientar tanto mi carrera académica como profesional hacia
este campo. En concreto, este trabajo me ha resultado especialmente valioso para ampliar
mis conocimientos en fisica cudntica, consolidando conceptos y aprendiendo sobre nue-
vas herramientas. Ademads, ha consolidado habilidades transversales, como la busqueda
de informacién especializada y la capacidad de trasladar ideas complejas de forma clara y
rigurosa. Finalmente, me ha permitido ampliar mis habilidades de programacién aplicadas

a la simulacion de sistemas cuanticos.

En resumen, este trabajo ha reafirmado mi interés por orientar mi carrera en el estudio

de las tecnologias cuanticas.
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8. FUTURAS LINEAS DE TRABAJO

Este trabajo abre diversas lineas de investigaciéon futuras, tanto en lo que respecta a la

mejora del modelo como a la validacién experimental y la generalizaciéon metodolédgica.

En primer lugar, desde el punto de vista tedrico, seria interesante extender el modelo pre-
sentado incorporando canales de decoherencia asociados al entorno, como fluctuaciones de
carga, lo que permitirfa estudiar como estos procesos afectan a la visibilidad de las franjas
de interferencia y a la estabilidad del qubit. Ademaés, se podrian explorar implementaciones
fisicas concretas de interferometria LZSM, como su realizacién en cavidades resonantes,
guias de onda o dispositivos con acoplamientos eléctricos o magnéticos, los cuales permi-

tirfan disefiar configuraciones experimentales especificas para cada instrumento.

A nivel metodolédgico, una posible linea de avance consistiria en aplicar el enfoque de in-
terferometria LZSM desarrollado en este trabajo a otros tipos de qubits, como los puntos
cuanticos triples, qubits superconductores, o incluso qubits topoldgicos. Esto permitiria
comprobar la generalidad del modelo AIM y sus extensiones, asi como identificar parame-
tros relevantes para distintas plataformas tecnolégicas. La comparacion entre diferentes
arquitecturas también podria ayudar a caracterizar sus respectivas ventajas en términos
de robustez frente al ruido, accesibilidad de parametros de control o eficiencia de las ope-

raciones cuanticas.

Por ultimo, en relacién con los resultados obtenidos, una linea particularmente prometedo-
ra serfa colaborar con un grupo experimental. Esto permitiria contrastar directamente los
diagramas numeéricos obtenidos, especialmente aquellos que presentan un desdoblamiento
caracteristico en el régimen diabdatico, aiin poco explorado experimentalmente, con los
resultados de una realizacién fisica concreta. Para ello, seria necesario adaptar el modelo
presentado a los parametros especificos del sistema experimental, teniendo en cuenta que
las conclusiones cualitativas obtenidas en este trabajo deberian mantenerse estables. Es-
ta validacion cruzada no solo reforzaria la relevancia de los resultados, sino que también
podria aportar informacién util para el disefio experimental y la interpretacién de nuevos

datos.
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