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Resumen

Este Trabajo Fin de Grado estudia la dindmica del oxigeno en éxidos metalicos,
concretamente en el cerio dopado con gadolinio (CGO), como consecuencia de la
activacion del proceso de reduccién por microondas. Este proceso se presenta como
una alternativa mas eficiente para la produccién de Hy y otros vectores energéticos
debido a sus temperaturas inusualmente bajas, entre 100 y 400 °C, frente a los
métodos termoquimicos convencionales que requieren temperaturas superiores a los

1000 °C, favoreciendo la produccion sostenible de vectores energéticos.

En este trabajo, se desarrolla un metodo matematico basado en la ecuacién
de Nernst-Planck para describir la dinamica de los iones de oxigeno en presencia
y ausencia de un campo eléctrico uniforme desarrollando un modelo que es capaz
de determinar la distribucién espacial y temporal de la concentracion de iones de
oxigeno. Ademas, se investiga el mecanismo de difusién dominante a través de re-
presentaciones numeéricas de la dinamica del oxigeno tras apagar las microondas. El
modelo planteado reproduce fielmente los resultados experimentales de activacién de
materiales ceramicos por microondas, con independencia del tamano de la particu-
la activa. Asimismo, explica por qué la liberacion de Oy en estos materiales es un
efecto fundamentalmente superficial. Finalmente, se justifica que son precisamente

los efectos no térmicos los responsables de la difusién del oxigeno.

Palabras clave: Hidrogeno verde, vector energético, divisién termoquimica del
agua, microondas, cerio dopado, Nernst-Planck, difusion iénica, efectos no térmicos,

sostenibilidad.



Abstract

This Final Degree Project studies the oxygen dynamics in metal oxides, speci-
fically in gadolinium-doped ceria (GDC), as a consequence of the activation of the
reduction process by microwaves. This process is presented as a more efficient alter-
native for the production of Hy and other energy vectors due to its unusually low
temperatures, between 100 and 400 °C, compared to conventional thermochemical
methods that require temperatures above 1000 °C, thereby favoring the sustainable

production of energy vectors.

In this work, a mathematical method based on the Nernst-Planck equation is
developed to describe the dynamics of oxygen ions in the presence and absence of a
uniform electric field, creating a model capable of determining the spatial and tem-
poral distribution of oxygen ion concentration. Furthermore, the dominant diffusion
mechanism is investigated through numerical representations of oxygen dynamics
after the microwaves are turned off. The proposed model faithfully reproduces the
experimental results of microwave activation of ceramic materials, regardless of the
size of the active particle. Likewise, it explains why the release of O, in these mate-
rials is fundamentally a surface effect. Finally, it is demonstrated that non-thermal

effects are precisely responsible for oxygen diffusion.

Keywords: Green hydrogen, energy carrier, thermochemical water splitting,
microwaves, doped cerium, Nernst-Planck, ionic diffusion, non-thermal effects, sus-

tainability.
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1. Introduccion

La generacion sostenible de energia es una prioridad global para hacer frente
al cambio climatico. Con las emisiones de gases de efecto invernadero aumentando
cada ano, el hidrégeno verde, producido a partir de energias renovables, se presen-
ta como un vector energético clave para la descarbonizacién de sectores como la
industria y el transporte. Sin embargo, los métodos convencionales de produccién
de hidrégeno, como el reformado de gas natural, generan importantes emisiones de
COs, lo que limita su sostenibilidad y contribuye al calentamiento global. Por esta
razén, es necesario avanzar hacia alternativas mas limpias y eficientes que permitan
obtener hidrégeno de manera sostenible y con un impacto ambiental minimo. Entre
estas opciones, la divison termoquimica del agua aparece como una via prometedo-
ra, aunque actualmente enfrenta desafios técnicos significativos debido a las altas
temperaturas que requiere, generalmente superiores a los 1000 °C, lo que hace que

estos procesos sean complejos, poco eficientes y limiten su viabilidad a gran escala.

En este contexto, Serra et al., 2020 descubrieron un novedoso método para la
generaciéon de hidrégeno basado en la irradiacién de materiales sélidos con micro-
ondas. El procedimiento consiste en un ciclo redox dividido en dos fases: primero,
el material se reduce al ser expuesto a microondas, lo que provoca la liberacién de
oxigeno; después, al poner el material en contacto con vapor de agua, este se oxida
nuevamente, generando hidréogeno como subproducto. A diferencia de los métodos
térmicos tradicionales, este enfoque permite activar la reaccion a temperaturas sig-

nificativamente més bajas.

Debido a que la generacion de hidrogeno esta profundamente relacionada con el
nimero y la movilidad de vacantes de oxigeno en el material, es necesario entender
en detalle la dindmica de movimiento de los iones de oxigeno. En este Trabajo Fin
de Grado se estudia este problema. Se analiza y modeliza el movimiento de los
iones de oxigeno en el CGO, tanto en ausencia como bajo la accién de un campo
eléctrico. Para ello, se parte de las ecuaciones de Fick hasta llegar a la ecuacién de
Nernst-Planck, que describe de forma precisa la dindmica de difusion de iones como
consecuencia de la temperatura y el efecto de un campo eléctrico, es decir, bajo

irradiacién de microondas.

Se obtienen soluciones analiticas para dos casos de estudio planteados. En el
primer caso, se analiza la dinamica de vacantes de oxigeno en el CGO una vez
activada la irradiaciéon por microondas partiendo de una situacién de equilibrio.
En el segundo caso, se estudia como evoluciona la dindmica de vacantes una vez

apagadas las microondas.



Comprender como afectan las microondas a los 6xidos metalicos no solo permite
conocer mejor los procesos que ocurren a nivel material, sino que también abre
la puerta a optimizar nuevos métodos de produccién de hidrégeno verde. En este
Trabajo Fin de Grado se aborda precisamente esto, se estudian los fundamentos
fisicos que sustentan la mejora de la dindmica de movimiento de las particulas debido
a las microondas, aportando una base tedrica para entender el impacto de las mismas

en el comportamiento del material.



2. Motivacion y objetivos

En este trabajo se busca estudiar la dindmica del oxigeno en el CGO y determinar
el papel de las microondas en los procesos de difusion iénica. El objetivo principal
es contrastar la hipdtesis de que este tipo de difusién no se debe tinicamente a un
calentamiento térmico, sino a efectos no térmicos inducidos por las microondas. Por

tanto, los objetivos especificos de este trabajo son:

= Obtener una soluciéon analitica exacta en funcién del radio y el tiempo que
describa la dindmica de movimiento de los iones de oxigeno en presencia y en

ausencia de microondas.

= Averiguar que mecanismo de difusion predomina en la dindmica de movimiento

de las particulas de oxigeno a partir de representaciones graficas.
Ademas, se plantean los siguientes objetivos transversales:

= Llevar a cabo un andlisis del estado del arte sobre la situaciéon energética actual,
con especial énfasis en el hidrégeno como vector energético y en los métodos

empleados para su produccién.

= Examinar los métodos mateméaticos para la resoluciéon de ecuaciones diferen-

ciales de forma analitica.

» BEvaluar la consistencia del modelo matematico a partir de la realizacién de

representaciones graficas y su posterior comparacion con la literatura cientifica.

» Contribuir a la mitigacién del cambio climatico mediante el estudio de alter-

nativas energéticas que reduzcan las emisiones de gases de efecto invernadero.

= Promover el desarrollo de tecnologias limpias mediante el estudio de materiales

que mejoren la eficiencia de los procesos de generacién de hidrégeno.

La realizacién de este trabajo viene motivada por la necesidad creciente de en-
contrar alternativas sostenibles para la generacion de energia, y asi, limitar de algu-
na forma el aumento generalizado de las temperaturas. De igual manera, surge una
motivacion personal de aplicar lo aprendido durante el Grado de Fisica a buscar

soluciones a problemas que afectan significativamente a la sociedad.
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3. Marco teorico

3.1. Relevancia y métodos de produccién de hidrégeno en

la actualidad

En el ultimo informe sobre la Brecha de Emisiones 2024, la ONU expone da-
tos preocupantes. Las emisiones de efecto invernadero alcanzaron en 2023 los 57.1
GtCOse!, suponiendo un incremento de un 1.3 % respecto a 2022. Estos datos estdn
alejados de los objetivos establecidos en el Acuerdo de Parfs, que busca limitar el

aumento de la temperatura global en 1.5 °C 0 2 °C .

Las politicas actuales con relacién a las emisiones de COse implementadas por
los paises no son suficientes para cumplir los acuerdos anteriormente mencionados.
Con estas politicas, a lo largo del siglo, el aumento de la temperatura global se
podra limitar en 3.1 °C con un 66 % de probabilidades (United Nations Environ-
ment Programme, 2024, p.34). Los datos son algo més esperanzadores si los paises
tomasen medidas de acuerdo a sus propias capacidades y recursos, y ain mas si se

proporcionasen recursos internacionales.

De las emisiones totales emitidas durante 2023, un 26 % corresponde al sector
energético y un 11 % al sector industrial. Buscando el objetivo de limitar en 1.5
°C el aumento de la temperatura, se han establecido algunos puntos de referencia
sectorial para 2030 y 2035. Uno de los puntos mas destacables es el aumento en
la produccién de hidrégeno verde de 0.027 Mt en 2021 a 58 Mt en 2030 (United
Nations Environment Programme, 2024). Aunque este valor serfa el necesario para
que se produjese la descarbonizacién total de la economia, refleja la importancia que

tiene el hidrogeno en un futuro basado en energia limpia.

En este contexto, resulta 1til analizar la evolucién esperada del uso del hidrégeno
por sectores. La Figura 1 muestra como hasta 2024 la demanda de hidrégeno se ha
mantenido relativamente estable, concentrandose en sectores tradicionales como la
refinacion y la industria pesada. Sin embargo, en el escenario de emisiones netas

cero para 2050, se espera un aumento significativo en 2030.

1COqe (equivalente de diéxido de carbono): Unidad de medida para comparar el impacto climéti-
co de diferentes gases de efecto invernadero expresandolos en funcién de la cantidad de CO5 que
generaria el mismo calentamiento global durante 100 anos.
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Figura 1: Representacion grdfica de la demanda por sector, historica y en el
Escenario de Emisiones Netas Cero para 2050. Fuente:
United Nations Environment Programme, 2024.

3.1.1. Usos del hidrégeno y vectores energéticos derivados

El hidrégeno se posiciona como un elemento clave en la transicién energética
debido a su versatilidad y alta densidad energética. Con un poder calorifico entre 120
y 142 MJ/kg (Carvajal-Osorio et al., 2010), supera considerablemente a la gasolina,
que presenta una densidad energética de 36.4 a 49.6 MJ/kg (Abdin et al., 2019), y
a otros combustibles fésiles. Esta propiedad lo hace idéneo para aplicaciones donde
se requiere alta eficiencia energética, como la descarbonizacién de redes de gas y el

transporte.

Tal y como se observa en la Figura 1, el hidrégeno se considera una alternativa
clave para sustituir el gas que se utiliza en la industria y calefacciéon de los hogares
en la Union Europea. Una de sus principales ventajas es la posibilidad de ser in-
yectado en la infraestructura existente junto con el gas natural. De igual forma, el
hidrégeno puede ser utilizado para la producciéon de gas natural sintético, que per-
mitirfa sustituir el gas natural sin modificar las instalaciones actuales. En el sector
del transporte, el hidrogeno es la opcion mas prometedora para la descarbonizacion.
Frente a los vehiculos eléctricos enchufables que pueden generar problemas en la red
eléctrica principal durante los picos de demanda, las pilas de combustible requieren
una menor cantidad de materias primas que las baterias y motores de combustion.
Estas pilas de combustible son dispositivos que convierten directamente la energia
quimica del combustible en energia eléctrica a través de un proceso electroquimico.

A diferencia de las baterias, los reactivos y productos no se almacenan, sino que se
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suministran y extraen de manera continua. Utilizando hidrégeno como combustible,
no solo se consigue una elevada eficiencia en su transformacion, sino que el vapor
de agua es el tnico producto resultante (Cid, 2018). Ademas, la infraestructura de
repostaje de hidrogeno ocupa una décima parte del espacio utilizado para la recarga
rapida de vehiculos eléctricos (Hydrogen Roadmap Furope: A Sustainable Pathway
for the European Energy Transition, 2019). A nivel industrial se utiliza para trans-
formar fracciones pesadas de petroleo en compuestos derivados de la destilaciéon
(Ramirez et al., 2016), lo que permite obtener combustibles mas limpios y con un
mayor rendimiento (Nunez, 2017). Ademads, puede utilizarse como materia prima

para la sintesis de amoniaco, utilizado para producir fertilizantes como la urea.

Sin embargo, uno de los principales desafios que conlleva el uso del hidrégeno
como vector energético es su transporte, almacenamiento y distribucion. En su es-
tado gaseoso, su transporte requiere una compresion a altas presiones (700 bar) y la
modificacién de la infraestructura existente debido a la fragilizacién que el hidrogeno
provoca en las tuberias utilizadas, lo que supone una inversion significativa. Por otro
lado, el transporte de hidrogeno liquido implica un proceso de criogenizaciéon en el
que el gas se licua a temperaturas cercanas a -253 °C. Para su almacenamiento,
se requieren instalaciones que permitan su conservacién a bajas temperaturas para
minimizar el intercambio térmico, reduciendo asi las pérdidas por evaporacién que
son de 0.2 a 0.3 % por dia (Salmon y Banares-Alcéntara, 2021, Sadeq et al., 2024).

A pesar de haber puesto de manifiesto la alta superioridad del poder calorifico
del hidrégeno frente al de la gasolina, la realidad es que en términos de densidad
energética volumétrica, mucho méas importante para almacenamiento y transporte, el
hidrégeno es bastante inferior a la gasolina, 8 MJ/L , valor para para hidrégeno liqui-
do, frente a 32 MJ/L. Es por ello que se necesita un volumen superior de hidrégeno

para almacenar la misma cantidad de energia que la gasolina (Morante et al., 2020).

En consecuencia, los portadores de hidrégeno, con densidades energéticas vo-
lumétricas superiores, son una alternativa para el almacenamiento y transporte del
hidrégeno. Estos portadores, como el amoniaco, los hidruros metélicos, portadores
organicos liquidos de hidrégeno y el metano renovable (Biswas et al., 2020), son més
faciles de almacenar y transportar, y presentan menores riesgos de inflamabilidad y
explosion (Sadeq et al., 2024).
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3.1.2. Revision del estado del arte en la produccién de hidrégeno

Aunque el hidrogeno es el elemento mas abundante en el universo, constituyendo
un 75 % de toda la masa, en la Tierra se encuentra en su ligado a otras moléculas.
Por esta razon, se han desarrollado diversos métodos para su obtencion, dada su
relevancia como vector energético en el futuro. Es por ello, que buscando un futuro
con emisiones minimas de efecto invernadero sorprenden los datos estadisticos de
la Agencia Internacional de la Energia publicados en su informe Global Hydrogen
Review 2024, donde se expone que de toda la produccion en 2023, 97 Mt, menos de

un 1% era de bajas emisiones de gases de efecto invernadero.

Este informe revela que aproximadamente dos tercios de la produccion total
de hidrégeno provienen de gas natural sin captura de carbono (CCUS), es decir,
hidrégeno gris. Su obtenciéon se realiza principalmente mediante el reformado con
vapor de metano, un proceso que requiere temperaturas entre 700 y 1000 °C (Sadeq
et al., 2024). Durante este proceso se generan entre 9 y 12 kgCOqeq./kgy, (Interna-
tional Energy Agency, 2024).

En cambio, la produccion de hidrogeno a partir de gas natural con la aplicacién
de técnicas CCUS se conoce como hidrégeno azul. Este tipo de hidrégeno se encuen-
tra dentro del 1 % de la produccién total considerada de bajas emisiones y representa
la mayor parte de este segmento. Dependiendo del método CCUS utilizado, se re-
ducen las emisiones directas de CO, entre 0.8 a 4.8 kgCOse/kgy,? (Incer-Valverde
et al., 2023).

Otro método relevante para la produccion de hidrogeno es la electrolisis, que
consiste en la division de las moléculas de agua en hidrégeno y oxigeno mediante
el paso de una corriente eléctrica, se engloba dentro de la producciéon de hidrégeno
mediante la divisién del agua. Dentro de estos métodos, se encuentran también
los procesos basados en la divisiéon termoquimica del agua. Aunque en 2023, la
produccion de hidrogeno via electrolisis del agua no superé las 100 kt, se espera que
para 2030 dos tercios de la produccién de hidrogeno de bajas emisiones provengan

de este método de produccién (International Energy Agency, 2024).

Los ciclos termoquimicos més viables para la division del agua se basan en pro-
cesos en dos fases: una etapa de reduccién térmica y una de oxidacién de materiales
que contienen 6xidos metalicos, tal y como se puede observar en la Figura 2. Duran-
te la reduccién térmica, el 6xido metélico libera oxigeno. Posteriormente, en la fase

de oxidacién, el material reducido reacciona con vapor de agua para formar nueva-

2Kilogramo de COse generado por cada kilogrado de Hy producido.
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mente el 6xido y liberar hidrégeno. Este tipo de ciclos no solo presenta una mayor
viabilidad frente a los de una sola fase por operar a temperaturas relativamente mas
bajas, sino también porque la reduccion de los 6xidos es favorecida por el aumento

de entropia asociado a las transiciones de fase gas-sélido (Abdin et al., 2019).

Feed Process Products
(Solar) Reduction reacm
Metal oxide decomposition
MO = MO,eq +1/2 O, j
1 —MO.—,

Hydrolysis reactor
H,0 T Water splitting
MOred + Hzo 2> MO+ H2

MO recycle

Figura 2: Representacion esquemdtica de la division termoquimica del agua en dos
fases. Fuente: Abdin et al., 2019.

No obstante, este método de produccién de hidrégeno, aunque no presenta pérdi-
das asociadas a la conversién de energia solar u otro tipo de energia renovable a
energia eléctrica, como ocurre en la electrdlisis, no es eficiente debido a las altas
temperaturas necesarias para la reduccion térmica de los 6xidos metalicos. En ciclos
con o6xido de zinc la temperatura de reduccién alcanza los 1900 °C; en ciclos de
éxido de hierro supera los 2300 °C y 2000 °C para el éxido de cerio (Abdin et al.,
2019). Sin embargo, esta problemdtica no solo esta presente en la divisién termo-
quimica del agua, la mayoria de procesos de produccién de hidrégeno involucran

altas temperaturas, lo que conlleva en definitiva, a procesos ineficientes.

Ante este problema, Serra et al., 2020 descubrieron un nuevo método que per-
mitia la produccién de Hy sin contacto como consecuencia de la activacion del pro-
ceso de reduccion por microondas en sélidos cristalinos a temperaturas menores a
250 °C. Este método ofrece una alternativa potencialmente mas eficiente con res-
pecto a las temperaturas necesarias para que se produzca la divisién termoquimica

convencional.
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3.2. (Generaciéon de hidrégeno y otros vectores energéticos

a partir de microondas
3.2.1. Revision del método experimental

El experimento publicado por Serra et al., 2020 se realizé con diversos materiales
solidos conductores de iones, sin embargo, el que mayor cantidad de vacantes de

oxigeno generaba fue el éxido de cerio dopado con gadolinio CeysGdy 2019 (CGO).

La Figura 3 muestra el dispositivo experimental utilizado. La muestra de CGO
se colocod en un reactor tubular de cuarzo con un lecho empacado y fue irradiada en
una cavidad resonante de microondas. En el sistema se introducia un flujo constante
de Ny seco a una presion atmosférica constante para evitar que el Oy del ambiente
reaccionase con el material. La cavidad contaba con un generador de microondas de
estado sélido que permitia que la generacion de un campo eléctrico de frecuencia
aproximada de 2,45 GHz en modo TE;;;. En este modo, la amplitud del campo
eléctrico presenta una distribucion practicamente uniforme en la regién donde se
situa el lecho, lo que permite irradiar homogéneamente todo el volumen de la muestra

(Plaza Gonzalez, 2015), como se muestra en la Figura 3 en tonos rojizos.

l Gas flow

MW irradiation
T - ‘u_l Wicrowave cavity

Emitter & receiver I

Amplifier %

MW measuring

AN

Network analyser

| Filter :

IR pyrometer

T

MS

J} Gas flow

Figura 3: Esquema del montaje experimental para irradiacion de microondas.
Fuente de la figura y montaje experimental: Serra et al., 2020, Catald Civera et al.,
2015 .
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Durante la experimentacién, la temperatura de la muestra fue monitorizada en
todo momento mediante un pirometro infrarrojo, lo que permitié registrar su evolu-
cién térmica con precision. De forma simultanea, se empled espectrometria de masas
para analizar la composicién gaseosa del sistema y detectar la liberacién de especies
durante el proceso. Asimismo, con el objetivo de estudiar las propiedades eléctricas
del material bajo irradiacion de microondas, se utilizé6 una sonda de conductividad
in situ, permitiendo registrar en tiempo real las variaciones en su comportamiento

eléctrico.

3.2.2. Efecto de la irradiacién con microondas

El proceso que se lleva a cabo en el experimento consiste en un ciclo redox que
incluye dos fases. La primera de ellas, la reduccién se induce como consecuencia de
la irradiacion con microondas, y la segunda, la oxidacion ocurre en ausencia de las

mismas.
Fase de reduccién

Durante la irradiacion con microondas, el material experimenta una reduccién
que conlleva la liberacion de iones de oxigeno, O,. Esta reaccion de reduccién co-
mienza una vez es alcanzada la temperatura de induccién (Ty,4 =~ 110°C), a partir
de la cual aumenta la capacidad del material para absorber la energia de las mi-
croondas. Ademas de esta temperatura de induccién, es necesario también que la
potencia suministrada sea superior al umbral de absorcién (P, ~ 10Wg™!). Como
consecuencia de esto, el CGO se reduce en un corto periodo de tiempo, y a su vez se
produce un aumento subito de temperatura en toda la muestra hasta alcanzar una

temperatura de equilibrio (Figura 4).

Una consecuencia destacable de la reduccion del material es el aumento abrupto
en la conductividad, como se muestra en la Figura 5. Este incremento se debe a un
aumento en la conductividad electréonica ya que se reduce la energia de activacion
necesaria para que los electrones pasen de la capa de valencia a la de conduccion.
El aumento posterior de la temperatura también juega un papel importante, ya que

permite la activacién térmica de las vacantes de oxigeno y los electrones.
Comparacion con procesos redox convencionales

Es interesante destacar que este proceso es muy distinto a los procesos redox
convencionales. Estos tltimos, dependen de la activacion térmica de los materiales

para que se produzca la reduccién del material, por lo que requieren de temperaturas
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Figura 4: Andlisis mediante espectrometria de masas de la liberacion de oxigeno
(Fo2 en rojo) después de alcanzar una temperatura caracteristica de induccion (T
en negro) y el calentamiento del material asociado a la irradiacion por microondas.
Fuente: Serra et al., 2023

altas para superar las barreras energéticas involucradas en la reaccion. El proceso
redox convencional presenta una dependencia exponencial de la conductividad con

la temperatura que viene dada por la ecuacion de Arrhenius:

_Ea
0 = Ope ET

Esto nos deja entrever que el proceso de reduccién por microondas no sigue el

patron de un proceso térmico convencional.
Fase de oxidacion y generacion de vectores energéticos

Una vez se desactivan las microondas, en la cavidad pueden ocurrir varios esce-
narios. En ausencia de una atmoésfera, el O, es reabsorbido por el material ceramico.
Sin embargo, en presencia de una atmosfera de vapor de agua, el material se oxida,
produciéndose asi la electrolisis del agua, y generando Hy como consecuencia. Es
relevante senalar que, aunque se ha mencionado tinicamente la produccién de Ho,
el proceso de reduccién de microondas también puede aplicarse para la produccion

de metano u otros vectores energéticos. Ademas, como se muestra en la Figura 6,
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Figura 5: Grdfica que expone la conductividad en funcion de la temperatura. En
magenta, se representa el calentamiento y enframiento en procesos convencionales.
En celeste, la dependencia de la conductividad cuando se activan las microondas.
Fuente: Serra et al., 2020.

se trata de un proceso que puede presentarse de manera ciclica y sin pérdidas en la
eficiencia Serra et al., 2020, lo que permite una generacion encadenada de vectores

energéticos.

No solo la generacion de hidrogeno a bajas temperaturas, sino también el au-
mento stbito de la conductividad y la liberacién repentina de O5 resultan fenémenos
inusuales en un proceso de difusiéon convencional. Resulta, por ende, indispensable
poder estudiar este sistema con el objetivo de comprender el efecto que las microon-
das tienen en el material. La clave para entender dicho efecto radica en el estudio de
la dinamica de liberacién de oxigeno, ya que los fendémenos inusuales se dan cuando

las microondas estan encendidas.
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Figura 6: Representacion esquemdtica del ciclo redox inducido por microondas.
Fuente: Serra et al., 2020

3.3. Dinamica del oxigeno en materiales solidos

Resulta necesario entender cémo se libera el oxigeno cuando se esta produciendo
la irradiacién con microondas. Es por ello, que a continuacion, se estudia el proceso

de difusion idnica en soélidos y las ecuaciones que rigen la difusién de particulas.

3.3.1. Difusién iénica en solidos

La difusién es el mecanismo de transporte de la materia de un punto a otro
debido al movimiento térmico de los atomos o moléculas. Este transporte se pro-
duce de forma diferente segin el estado de la materia. En liquidos y en gases, el
movimiento es relativamente rapido (“Metalografia y Tratamientos Térmicos”, s.f.),
mientras que en los sélidos, el movimiento se ve restringido por la red cristalina.
Aunque existen diversos mecanismos de difusion en sélidos, nos centraremos en la
difusién por vacantes. Esto se debe a que el 6xido de cerio dopado con gadolinio
favorece este tipo de conduccién al generar vacantes de oxigeno como consecuencia

del dopaje.

La difusién por vacantes es el proceso por el cual un atomo puede migrar a un
sitio vecino con una energia de activacion pequena cuando alguna de las posiciones

vecinas se encuentra vacia (Balluffi et al., 2005).
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3.3.2. Ecuaciones de Fick

De forma andloga a la ecuacion desarrollada por Fourier en 1822 para describir
la conduccion del calor, en 1855 Fick la tomaria como ejemplo para describir la
difusion de particulas. Considerando el flujo de difusién de particulas en un estado
estacionario en tres dimensiones, la primera ley de Fick en un medio isotrépico puede

escribirse como

J=—D-VC(7), (1)

donde J es el flujo de particulas, C' la concentracion de las mismas y D el coeficiente
de difusién. El simbolo negativo de la Ecuacién (1) pone de manifiesto que el flujo de
particulas, o lo que es lo mismo, la difusién de las mismas, se produce en direccion

contraria al gradiente de concentraciéon (Mehrer, 2007).

Si en lugar de un caso estacionario, tomamos un caso en el que la concentra-
ciéon cambia con el tiempo, se ha de reformular la primera ley de Fick. Para ello,

tomaremos como referencia la ecuacién de continuidad derivada de las ecuaciones

de Maxwell (J.Griffiths, 1999):

dp = =

— =V.J.

ot

En esta ecuacién se pone de manifiesto que existe una densidad corriente siempre

y cuando haya una variaciéon temporal de la densidad de carga. Al aplicar este
principio al caso de la difusién de particulas, se puede derivar la segunda ley de
Fick. Sustituyendo la densidad por la concentracion de particulas y considerando
que el coeficiente de difusion no depende de la posicion, se puede obtener finalmente

(G.Shewmon, 1963):

_8Cé7t"vf> = V=¥ (DY) = D- P ). (2)

3.3.3. Ecuacién de Nernst-Planck

Aunque la segunda ley de Fick (Ecuacién (2)) describe de forma correcta el
flujo de particulas en funcién de la difusion, para el caso concreto de la dinamica
del oxigeno en el proceso de reduccion del CGO mediante microondas, también
tenemos que tener en cuenta que el flujo de particulas dependera de otros factores.

Para ello, utilizaremos la ecuacién de Nernst-Planck, que se deriva de la segunda
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ley de Fick. Esta ecuacion tiene en cuenta el flujo J no depende tnicamente de la
difusién (Ecuacion (3)), sino que también se ha de tener en cuenta la adveccién y la

electromigracion.

ze

kgT

J=—D-VO(7t) + C(F,t)i + D—C(7,t)E. (3)

La adveccién es el transporte como consecuencia de una corriente impuesta o,
dicho de otro modo, el movimiento de una masa de fluido que mejora el cambio de
temperatura o de otras propiedades fisicas o quimicas del fluido (Chanson, 2004).
En el caso de la reduccién del CGO por microondas, la adveccién (C(7,t)7), la

tomaremos como 0 al no tratarse el oxigeno de un fluido.

El término de electromigracion tiene especial importancia para obtener una ecua-
cién que exprese la dindmica de movimiento del oxigeno de forma correcta. Sabemos

que el campo eléctrico se puede expresar como:

E = _VS57

donde ¢ es el potencial eléctrico®.

Teniendo todo lo anterior en cuenta y sustituyendo el flujo de particulas J en
la Ecuacién (2) podemos concluir que la dindmica del oxigeno queda caracterizada

por la siguiente ecuacion:

oC(7,t) = [ = ze =
———= =D -V |VC(r,t) + —=V¢ - C(7,t)] . 4
o (7, ) T P (7, ¢) (4)
3En el gauge de Lorentz, el campo eléctrico se expresa como E = 7695 — %—‘f . No obstante, si

tomamos en consideracién que solo la componente electrostatica es significativa, podemos afirmar

9A __
que 57 =0.
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4. Desarrollo tedrico del modelo

Para comprender los efectos que las microondas provocan en las particulas
ceramicas, y en consecuencia sobre el comportamiento global en la cavidad reso-
nante, resulta esencial estudiar la dindmica de movimiento de los iones de oxigeno.
Con este proposito, y en linea con el objetivo de este Trabajo Fin de Grado, se desa-
rrolla a continuacién un modelo matematico que busca describir de forma analitica

esta dindamica de movimiento tanto en presencia como en ausencia de microondas.

Si bien en los experimentos descritos en Serra et al., 2020, 2023, la irradiaciéon
con microondas sobre el CGO se produce en primer lugar provocando la reduccion
de los atomos de cerio (Ce?™ — Ce3") y el desplazamiento de los iones de oxigeno, y
posteriormente se produce el apagado de las microondas, en este trabajo el analisis
se presentara en orden inverso, comenzando por el caso sin microondas. Esta eleccion
no es arbitraria, ya que este escenario es mateméaticamente mas sencillo y su reso-
lucion resulta favorable desde un punto de vista académico. En cada uno de los dos
procesos planteados se parte de una condicién inicial diferente. Tras la irradiacion
con microondas, se parte de una distribucion arbitraria de la concentracién de iones
de oxigeno en la muestra de CGO. En cambio, en el estudio del caso con microondas,
se parte de una condicion inicial de un equilibrio difusivo que se ve desplazado por
la activacion de microondas. Matematicamente, esto se puede representar a través

de una funcién delta de Heaviside.

Partiendo de la ecuacién de Nernst-Planck, Ecuacién (4), se estudiard la dindmi-
ca del oxigeno a través de la variacion temporal de su concentracion. A partir de esta
ecuacion, ambos modelos proporcionaran una soluciéon analitica exacta que describe
c¢émo la concentracion de oxigeno varia en funcién de la posicion, 7y del tiempo. t.

Reescribiendo la Ecuacién (4), se obtiene:

1 0C(7,t - -

D Ot
donde 8 = kBLT, con Z = z-e, siendo Z la carga del ién, obtenida como el producto
de la valencia del oxigeno z por la carga eléctrica del electrén e = —1,602 - 1071 C.

Por otro lado, kg representa la constante de Boltzmann, T la temperatura y D
el coeficiente de difusién que viene dado por la ecuaciéon de Arrhenius. Dado que
la evolucién temporal de la temperatura solo afecta al coeficiente de difusion D,
esta se considera un parametro externo en el estudio. Ademas, como los coeficien-

tes de difusiéon no presentan variaciones significativas en el rango de temperatura
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del experimento, se tomara su valor promedio. Esta consideracién permite aislar la
dependencia del coeficiente de difusion con respecto a la temperatura y el tiempo.
Asimismo, dado que la medicién experimental de la temperatura no es local, se

considera que la temperatura es homogénea a lo largo del material.

El material sélido usado en los experimentos de Serra et al., 2020, 2023 esta
formado por polvo fino o granulos con alta esfericidad cuyo didmetro promedio se
encuentra en el rango 10 nm—1 gm. En este estudio se asumira que las particulas que
conforman el material son esferas de radio a. Por tanto, con el objetivo de facilitar
la descripcién de la particula estudiada y aprovechando la geometria de la misma,

se realiza un cambio de coordenadas a esféricas.

D 0t r2 Or

LoD L8 [ (20 4 522000, ]] )

4.1. Estudio de la dinamica de iones en ausencia de un cam-

po eléctrico

Para estudiar la dinamica de movimiento de los iones de oxigeno sin microondas,
partimos de la Ecuacién (6) sin el término asociado al potencial eléctrico. Asi, la

ecuacion que describe la evolucion temporal de la concentracién es:

oC(T,t) Dlg oC(1,t)
ot 2 Or

T) para O <r < R y t>0. (7)

Dado que el estudio se centra en la difusién dentro del material y no fuera, y
teniendo en cuenta que previo al apagado de las microondas se ha extraido todo
el oxigeno de la cavidad resonante, el sistema queda descrito por las siguientes

condiciones de contorno:

» Para t > 0 se impone una condicién de Von Neumann con gradiente nulo en

r=R~R <% = O), lo cual implica que no existe flujo de particulas hacia el

exterior. Esto es consecuencia de que, al apagar las microondas, el equilibrio se
desplaza hacia la reabsorcion del O, que implicaria un flujo hacia el interior
de las particulas. No obstante, esto no es posible, ya que experimentalmente

se ha eliminado la atmodsfera exterior de la particula.

= En r = 0 se impone la condicién de regularidad de la solucién, dicho de otro

modo, que la derivada en este punto sea 0 (%)

5 = 0). Esta imposicién

r=0
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surge de manera natural, ya que al tratarse del centro de la particula, la curva
de concentracién debe presentar un maximo, lo que implica que la pendiente

es nula.

Estas condiciones de contorno definen un sistema aislado en el que las particu-

las se distribuiran uniformemente a lo largo de la esfera, hasta alcanzar un estado

AC(71)
ot

permite afirmar que, transcurrido un tiempo, el sistema llega a un estado estacio-

estacionario, = 0, donde la concentracién ha de ser una constante. Esto nos

nario tal que:

10 L,00(7)
O_DﬁE(TT)'

9c(7)
or

Si la derivada parcial respecto a la posicién es 0, podemos afirmar que r?

es una constante, que llamaremos A.

o0 A 9C(F) A
2 4 __4
or - r2 or = ) r +B,

donde B es una constante de integracién. Las condiciones de contorno impuestas
implican que A debe ser igual a 0 ya que, de lo contrario, la concentracién seria
divergente en r=0. Esto nos permite corroborar lo afirmado anteriormente, que el
estado de equilibrio final es una constante. Esta constante es el promedio de la
concentracion en la esfera, ya que al no haber intercambio con el entorno, los iones
de oxigeno se repartiran de forma uniforme a lo largo de la misma. Por lo que la

concentracion de equilibrio, Cyq, viene dada por:

R
/ C(7,0)4mr* dr
_Jo

R
/ Ar? dr
0

Sin embargo, con todo lo anterior, solo queda representado el estado de equi-

Ceq

librio al que tiende el sistema una vez pasado el tiempo. Para estudiar como la
concentracion evoluciona desde C(7,t) hasta el estado estacionario, planteamos una
correccién que entendemos como el estado transitorio, cuyo valor sera menor cuanto

mas pase el tiempo:
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C(F,t) = u(F, t) + Coq.

La ecuacién diferencial para la difusion de particulas en una geometria esférica
es un problema clésico en la literatura (J.Olver, 2016). Primero, sustituimos el nuevo

valor de C(7,t) en la Ecuacién (7), obteniendo que:

du(rt) 10 (Tz(‘?u(ﬁ t)>'

ot r2 Or or

Las condiciones de contorno para u(7,t) son las mismas que para C(7,t):

ou(0,t)
or 0,

Ou(R,t) 0.
or

y la condicién inicial viene dada por:

C(7,0) = u(r,0) + Ceq = u(r,0) = C(7,0) — Ceq.

Para la resolucion de la ecuacion diferencial tenemos en cuenta el ansatz estdndar

de separacion de variables para problemas difusivos:

Esta separacién de variables nos deja una ecuacién diferencial ordinaria para el

término de p(7):

Podemos reescribir % = k2, de modo que la ecuacién se convierte en:

d? 2d
—p+——p—|—k2p:().
rdr
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En este caso, las soluciones para la ecuacién son combinaciones lineales de las
funciones de Bessel esféricas de orden 0, ya que aunque nos encontramos en un
sistema descrito mediante coordenadas esféricas, la funcién solo depende de r. La

solucién presenta la forma en coordenadas esféricas de (J.Olver, 2016):

p(r) = Su(VE?r),

sin kr

donde S, de orden 0 toma la forma Sy = *2*.

La solucién general, u(7,t), es una combinacién lineal de los modos propios:

ZA antSin(knr)
ke

donde k,, satisface’ que k,r = tan(k,r), A, = Dk2, y los coeficientes A, se determi-
nan a partir de la condicién inicial u(r,0) = C(7,0) — Ceq. Finalmente, la solucion

para C(7,t) viene dada por:

Cl7t) = Cuq-t 3 e ), )

n=1 n?

donde A, son las raices de la ecuacion k,r = tank,r y A, viene dado por:

knr

||smkn'r||2 - f(smkrr)g dr

knr knr

A, = <C(T_’O> — Ceqs M> _ f(C(T,_'O) - Ceq)Sigfnr' dr

4.2. Estudio de la dinamica de iones bajo la accion de un

campo eléctrico dependiente del tiempo

Para el caso de estudio en presencia de microondas, es importante recalcar que
el potencial eléctrico depende tanto de la distribucién espacial como del tiempo.

Tomaremos como punto de partida la Ecuacion (6):

5" = () o5 o))

4Condicién que se obtiene de la derivada de la funcién respecto a la posicién en la superficie de
la esfera debe ser 0.
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Para resolver esta ecuacion, es necesario establecer condiciones de contorno que
describan el sistema de estudio. A diferencia del modelo sin microondas, considera-
mos que existe un intercambio de oxigeno entre el material y el entorno en r = a,
que viene dado por h = 3 donde « es la tasa de transferencia. El flujo de oxigeno
serd nulo cuando la concentracién de oxigeno en r = a se encuentre en equilibrio
con la concentracion en el entorno del material. Se nombrard a esta concentracion
equivalente de equilibrio o, simplemente, concentracion de equilibrio en el exterior
y se denota Ce,. Ademds, la funcion C(r,t) ha de ser continua y finita en todo el
dominio, incluyendo en r = 0, posicién en la que la funcién debe ser necesariamente

acotada®.

-D———= = a(Ce — Cla,t)), (10)
C(0,t) < +o0. (11)

En cuanto a la condicion inicial, se considera que el material, originalmente en
equilibrio, se activa por irradiacion de microondas. Este hecho supone la reduccion de
la concentracion equivalente de equilibrio con el exterior, lo que provoca un flujo de
oxigeno de la particula hacia el entorno. Matematicamente, esta activacién da lugar
a un cambio abrupto en la concentracion que puede ser descrito por una funciéon de
Heaviside. Se considera que en ¢ = 0 existe una concentracion constante de oxigeno
dentro de la particula, cuyo valor serda Cy; mientras que, fuera de la particula, la

concentracion de oxigeno serd distinta, y tomara un valor de C,:

C(T’,O):Co, r<a}

= =Cy+ (Coy — Co)H(r — a). 12
C(r,0) =Ces, 7>a 0+ ( o) H( ) (12)
Para facilitar la realizacion del calculo, se aplica un cambio de variable tal que 7 =
D t, lo que permite reescribir la concentracién de iones de oxigeno como C(r,t) —
¢(r,7) y el potencial eléctrico como @(r,t) — ¢(r,7). La Ecuacién (6) quedaria

entonces de la siguiente forma:

5Esta condicién de contorno es una imposicién debida al cambio de coordenadas y al cardcter
singular del determinante de la matriz jacobiana en dicho punto.
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Con el objetivo de obtener una ecuacién andloga a la ecuacién de Schrodinger

con un potencial dependiente del tiempo, se impone un cambio de variable tal que
@(r,7) @(r,7)

vir,T)=r (85 )Q(r, 7), por lo que ((r,7) = %6_’8 = Y(r, 7).

Calculando las derivadas parciales y sustituyendo en la Ecuacién (13) obtenemos

la Ecuacién (14), andloga a la ecuacién de Schrodinger que se estaba buscando ©.

O(r,7) _ 9*(r,7) Bop(r,r) B2 (p(r,7)\* | BOp(r,T)
or = o YT 57—2(7) o
B&Pp(r,7)
+§W}
0% (r,
= % + 1/}<T7 T)V(’f’, 7-)7 (14)

2
con V(r7) = §255 = & (%57 ) 4 20 4 g,

Cabe destacar que, aunque se ha realizado el cambio a coordenadas esféricas,
el potencial eléctrico asociado a las microondas tiene un caracter direccional no
radial, es decir, no depende tnicamente de la distancia al origen, sino que también
presenta una direccion privilegiada en el espacio. Sin embargo, debido a que el
efecto de difusion es predominante en la superficie, se puede aproximar el cardcter
direccional como radial en las proximidades de la superficie de la particula. No
obstante, esta consideracién implica un comportamiento singular en » = 0. Dado
que ello implicaria un potencial no conservativo, la divergencia puede corregirse

imponiendo un caracter no conservativo sobre el potencial, es decir, reescribiendo el

2
mismo como V (r, 7) = 22807 _ & (—BW(T’T)) + £ 2en) | f2e(T)

2  or 4 or 2r  Or? 2 Or?

Al haber aplicado esta correccién, la ecuacion de Laplace (Agp =V Vp = O)

ha de satisfacerse:

12 <r2890(rv T)) o 8290 2690(7“7 T)

r2 Or or o2 r  or =0

De esta forma, nos aseguramos de que el modelo represente adecuadamente el sis-

tema que estamos estudiando con un sistema de coordenadas favorable.

6Célculo en Apéndice A
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Una vez aplicados los cambios de variable en la ecuacion diferencial principal,
hemos de aplicar dichos cambios a las condiciones de contorno ” anteriormente des-

critas, obteniendo entonces:

e(r,7)

€(0,7) < 400 — ®(0,7) =712 ¢(0,7) =0,

oY(r,T)

1 P(a,7) — h Yeg. (15)

r=a

donde ' = h — L, ¢(a,7) = al(a, T ef 25" er = aCly B2G7
a y

La ecuacion diferencial, junto con las condiciones iniciales y de contorno, pre-
senta una resolucién analitica compleja en el dominio del tiempo. Para la resolucién
de la misma, se traslada la ecuacion al espacio de Laplace. En este caso, la funcién

Y (r, T) se transforma en p(r, s), es decir:

Lp(r,7)] = plr, 5).

La Ecuacién (14) en el espacio de Laplace queda como :

so(r5) — polr) = L2CE 4 el v 7). (16)

or?

La solucion de la transformada de Laplace para un potencial arbitrario no pre-
senta una solucién analitica cerrada. Como consecuencia, es necesario asumir cier-
tas suposiciones sobre el potencial. Experimentalmente, el campo eléctrico aplicado
corresponde con una combinaciéon lineal de los modos de oscilacion de la cavidad
resonante. La escala temporal de oscilacién de estos modos es mucho mayor que
la escala temporal de difusién del oxigeno. Por ello, tomamos la aproximacion de
onda rotante (RWA), en la que la dindmica del oxigeno solo se ve afectada por el
promedio temporal de las oscilaciones. Podemos considerar entonces un potencial
constante para la escala temporal de la difusion que depende tnicamente del radio.
En este caso, el término de la transformada del potencial se puede expresar como
L[(r, 7)V(r)]. Aprovechando la propiedad de linealidad de la transformada de La-

"Para consultar el desarrollo de las condicién de contorno en r = a, véase el Apéndice B.
8Para un calculo en detalle de la transformacién al espacio de Laplace, véase el Apéndice C.
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place, obtenemos que V' (r)L [¢(r, 7)] = V (r)p(r, s). Al sustituir esta expresién en la

Ecuacién (16), toma la forma:

TAT) 4 ()~ $)olr. ) = (o). a7)

4.2.1. Solucidén analitica para un campo eléctrico uniforme

Dado que se ha aplicado la aproximacién de onda rotante, en la que el potencial
solo depende del radio, podemos asumir que el campo eléctrico aplicado es inde-
pendiente del tiempo y constante en el lecho donde se coloca el material dentro de
la cavidad resonante. Por ello, se toma un campo eléctrico uniforme de valor Ej.
Teniendo en cuenta la relacién que existe entre el campo eléctrico y el potencial elec-
troestatico, podemos afirmar que Bﬁgp =—FEy = o(r) = —%r. Sustituyendo esto
en V(r,7), término que engloba los distintos términos del potencial en la Ecuacién
(14), obtenemos que V (r, 7) es —ET‘Q’. Podemos afirmar entonces que el potencial en
la ecuacién diferencial (17) no depende del radio, por lo que esta quedaria reescrita

de la siguiente forma:

0%p(r, )

W + (V — S)p(T, 5) = —pO(T). <18)

La Ecuacién (18) es una ecuacion diferencial no homogénea que tiene dos solu-
ciones: la homogénea y la particular. La solucién homogénea se determina a partir
de la ecuacién caracteristica, m* 4+ (V' — s) = 0. Resolviendo la ecuacién se obtienen

como soluciéon ++/s — V. Por tanto, la solucion homogénea queda expresada como:

pn(r,s) = Cre™Vs™V + Che™™V*V paraVeER y V <0. (19)

Imponiendo la condicién de contorno ¥(0,7) = p(0,s) = 0, se obtiene que

Cy = —C5. Considerando esta condicién, se desarrolla la Ecuacion (19), resultando:

pn(r,s) = Cre™Vs™V — Cre™™V*™V = 2sinh (01 rvs — V) = ksinh <r\/s — V).
(20)
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A continuacién, se aplica la condicién inicial para determinar la solucién par-
ticular. Imponiendo a esta condicién el cambio de variable realizado °, y teniendo

en cuenta que ¥(r,0) que se ha definido como p(r,0), la condicién inicial toma la

forma:

p(r,0) = r (P55 )C(r, 0) = (%) ((Cee — Co) H(r — a) + Cy) (21)
= g (AC'H(r — a) + C}),

con AC" = a(Cey — Co)eia% y C) = aCoe*“%.

La solucion particular de la ecuacién diferencial no homogénea es:

1 Cir 1 AC
pp(r’s):as—V+as—V

H(r — a){r— a cosh (\/s - V(r—a))
1
Vs—=V

sinh <M(r - a)) } (22)

La solucién de la Ecuacién (18) es la suma de la solucion homogénea y la solucion

particular, ecuaciones (20) y (22) respectivamente:

. 1 B'r
p(r,s) = ksinh <7’\/s — V) tooz v
1A

GS_VH(r—a){r—acosh (ﬂ(r—a))
1

sinh( S—V?“—(l)}. 23
b (Vi Vi —a) (23)

Finalmente, atendiendo a la condicién de contorno para r = a dada por la
Ecuacién (15), en el espacio de Laplace, se puede expresar el valor de k en términos

de los pardmetros AC" y Cf 1

k =V's — V cosh (a\/s — V) + hlp sinh (a\/s - V>
ah(ter — Cf) — Coa’2 bV,

% s—=V s(s—=V)

(24)

o(r.7)

W(r,7) = relP )¢ (r,7)
0Para el desarrollo del célculo correspondiente a la obtencién del valor de k, véase el Apéndice
D.
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Cabe destacar, 1., es la concentracion transformada de modo que haya un equilibrio

. )
en la superficie. Por lo que 9., = ae™*2 C,.

Antes de recuperar la solucion del problema en el espacio real aplicando la
transformada de Laplace inversa, conviene fijarse en la estructura de la solucion
obtenida. Se aprecia que el tercer sumando de la Ecuacién (23) es proporcional
a la funcion de Heaviside, lo que conlleva que solo contribuye en el exterior del
material (r > a). El segundo sumando unicamente depende de la concentracién
inicial en el interior del material; mientras que el primer sumando depende tanto
de esta concentracién inicial en el interior del material como de la concentracién en
el exterior, siendo esta tltima a través de 1).,. Esta situacién permite plantear la
existencia de un cambio de variable en la ecuacion original tal que la dindmica en el
interior del material inicamente venga determinada por la componente homogénea
de la ecuacién; mientras que, en el exterior, venga gobernada por la componente
particular. En otras palabras, se busca un cambio de variable en la ecuacion original
de la forma ¢ (r,7) = 9(r,7) — kr tal que la dindmica en el interior del material

unicamente dependa de la concentracién inicial y no de ;.

En el Apéndice E se muestra que este cambio de variable si es posible para un

hpez 1 htbea

valor de kK de — = .
ah/z+1 a h+%

Al realizar este cambio de variable, la dindmica de la concentracién de iones
de oxigeno en el interior del material en el espacio de Laplace, cuyo calculo viene

detallado en el Apéndice F, viene dada por

_(jé?E sinh (rv/s — V)

pa(r,s) = ksinh (rvs = V) = Vs — V cosh (ay/s — V) + hlysinh (ay/s — V)’

(25)

donde el parametro hg es definido como hgy = h + %

La solucién de la dindmica de concentracion del oxigeno dentro de la particula
en el espacio real es obtenida al realizar la transformacién inversa de Laplace de la

Ecuacién (25). El detalle extendido del desarrollo se encuentra en el Apéndice G.
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La concentracion de iones de oxigeno viene dada por:

o0

Un(r,7) =L [pn(r, 8)] = aCl hg eVT{Z hl, {eff‘? (%\/ﬁ)”)

_ erfe (%)] i { a(142n)+r)+hiZr) | i[(h/ \/EY

=0 k=0

K a(l+2n)+r ) ] (Wy(a(42n)—r)+h2T)
verfe | —————— + W /T ) Cpi| —e\"E B
( = VT k

Sl (B en)e) o

k=0

donde i* erfe(z) = " " erfe(Q)dC y Copy =1 — Zﬁ;é(—l)” "(")2". Una vez obte-
nido este resultado, hemos de revertir los cambios de variable realizados a lo largo
del estudio, cuyo calculo viene detallado en el Apéndice H. Finalmente la concen-
tracion de iones de oxigeno en el interior de la particula en funcién de la posicion y

del tiempo bajo irradiacién con microondas es

“BR i uFo_g@nt) | o= 1 a(l+2n)+r
Ch(r,Dt) = aCohge @ PHem =75 —[erfc <—)
(1. DE) — aCohs > )

a(l+2n) — T)} 1 [ (R (a(142n)+r)+REDt)
—erfc | ———— || — — |e\"E E
() 2w

3D st (S ) ]

) Ry N k. a(l+2n) —r
_ o(PplaQ42n)—r)+h2D1t) | Z [ (h%\/4D t) i* erfc(—
— V4Dt

#(a,Dt)
2

+ h’E\/D_t> anH }—hc‘”e (27)

E )
R
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5. Analisis y representacion de resultados

Una vez obtenidas las soluciones analiticas exactas para ambos casos de estu-
dio resulta indispensable comprobar si el modelo presentado es consistente con los
resultados obtenidos por Serra et al., 2020, 2023. Al contrario que en el apartado
anterior del desarrollo del modelo, primero estudiaremos la representacion grafica
para un campo eléctrico constante y estacionario y después presentaremos las repre-

sentaciones para el modelo tras el apagado de las microondas.

5.1. Analisis de la dinamica bajo la irradiacion de un campo

eléctrico

De acuerdo al modelo desarrollado, la ecuacion que rige la dindmica iénica en pre-
sencia de microondas viene dada por la Ecuacién (27). Presentamos a continuacién
la representacion grafica para un campo eléctrico radial, constante y estacionario,
con una intensidad Fy = 0,01 V/m, que influye sobre la concentraciéon de iones de
oxigeno en una particula esférica de radio R = 1um. El coeficiente de difusiéon uti-
lizado es para CGO10, que viene dado por log Df = —4530/T — 3,087(Wang et al.,
2000), tiene un valor de D(CGO10)=2,18207-10~° um?/s. Las condiciones de simu-
lacién incluyen una temperatura promedio de 200°C (473.15 K), una concentracién
inicial de Cy = 1 A.U. y una concentracion de equilibrio superficial en la particula
de C,, = 0,5A.U.. Ademas, el valor de la constante de Boltzman viene dado por
kp=8,6173-10"° eV /K, el intercambio de oxigeno entre el material y el entorno viene
dado por h=100 p/m y 8=2/kp-T V~1. En este caso particular, representada en la
Figura 7, permite observar los perfiles radiales de concentracion a distintos tiempos

desde el inicio de la accién del campo eléctrico sobre el CGO.

Un primer punto a destacar del modelo es que justifica que la mayor parte del
O, liberado es de la parte superficial. Esto es consistente con lo que se reporta en
el trabajo de Serra et al., 2023, como se muestra en la Figura 8. En esta se puede
observar que, a medida que el area BET aumenta, la produccién de oxigeno tam-
bién lo hace consecuentemente. Este comportamiento demuestra que la liberacién de
oxigeno no tiene un origen volumétrico, sino que depende de la region de la super-
ficie. Estos resultados no solo respaldan el modelo desarrollado, sino que permiten

entender fisicamente los resultados experimentales obtenidos.

Ademas, el modelo también es consistente con la liberacién inmediata de O,

para una temperatura superior a la temperatura de induccién, que es lo que ocurre
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Figura 7: Simulacion numérica de los perfiles radiales de concentracion de iones de
oxigeno a diferentes tiempos, bajo la incidencia de un campo eléctrico radial
constante.
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Figura 8: Rendimiento de oxigeno obtenido en funcion del drea superficial (BET) y
el didmetro de particula. Fuente:Serra et al., 2023

en el experimento tal y como expone Serra et al., 2020 (Figura 9). El modelo muestra
para una temperatura de 200°C atin para tiempos de irradiaciéon minimos (0.1 s)

liberacion de oxigeno. Este comportamiento abrupto justifica la eleccion de una
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funcién de Heaviside como condicién inicial, ya que representa adecuadamente la
transicién repentina del sistema desde un estado sin difusion hacia el exterior a otro

en el que esta se activa de forma abrupta.

MO, MO, ,
1.5 800
- 600
Ea —
| [0]
€ 3
E 3
o )
—_— o
E - 400 @
W o
- 200

Time (min)

Figura 9: Espectrometria de masas donde se observa la liberacion repentina de

oxigeno por unidad de tiempo a partir de superar la temperatura de induccion y

para una potencia del campo superior a la potencia umbral. Fuente:Serra et al.,
2020.

Finalmente, cabe destacar que el modelo desarrollado reproduce una de las ca-
racteristicas mas destacadas del experimento, Figura 8, a medida que el volumen de
las particulas disminuye, su superficie aumenta y, con ello, la liberacién de oxigeno.
Esta tendencia se confirma en nuestro modelo al representar graficamente los resul-
tados para distintos radios de particula, tal y como se ve en la Figura 7 y Figura
10-12. De esta manera, el modelo no solo refleja fielmente la relacion entre superficie
y liberacion de oxigeno observada experimentalmente, sino que también confirma

que esta liberacién ocurre mayoritariamente en la superficie.

5.2. Analisis de la dinamica tras la irradiacion de un campo

eléctrico

La motivacién principal para simular graficamente el comportamiento de la
dindmica de las particulas tras el apagado de las microondas es comprender qué
mecanismo de difusion domina en este: el gradiente de concentracién de iones de
oxigeno y, consecuentemente, el coeficiente de difusion que depende de la tempe-

ratura, o bien la presencia de un campo eléctrico externo. El objetivo principal de

37



0.8+

0.6F

Concentraciénde oxigeno (U.A.)

0.4r — t=01s 1
i —t=1s
| —t=10s
0.2} — t=60s 1
— t=800s |

—— Estacionario -

00 L L L L 1 L L L L 1 L L L L L L L L
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Distancia radial, r (um)

Figura 10: Simulacion para un radio de la particula 2 pm bajo diferentes tiempos
de irradiacion.
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Figura 11: Simulacion para un radio de la particula 0.5 um bajo diferentes tiempos
de irradiacion.

este apartado, y uno de los objetivos principales de este Trabajo Fin de Grado, es
demostrar que, una vez apagadas las microondas no ocurre de forma efectiva mas
difusién en la particula. En otras palabras, los iones de oxigeno quedan inmoviles
o practicamente inmdviles en ausencia de un campo eléctrico. Para demostrar este

comportamiento, se representa la evolucion de la dindmica de los iones tras el apa-
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Figura 12: Simulacion para un radio de la particula 0.3 pm bajo diferentes tiempos
de irradiacion.

gado, lo que permite aislar el efecto del gradiente de concentracion y del coeficiente

de difusién que depende de la temperatura.

Para realizar este modelo hemos de tomar como condicién inicial la concentracién
de los iones de oxigeno en la particula tras la irradiaciéon de microondas. Sin embargo,
tomar como concentracién inicial las soluciones dadas por la Ecuacién (27) no solo
supone un desafio a nivel matematico sino también computacional. Por ello, tomando
como referencia los perfiles radiales de concentracion de la Figura 7 se ha buscado
una familia de curvas, Figura 13 que aproximen la solucién obtenida pero con una

menor complejidad operacional.

Presentamos a continuacion las distintas simulaciones numéricas para el modelo
de la dinamica de oxigeno sin la presencia de un campo eléctrico dada por la Ecuaciéon
(9). Uno de los puntos més importantes a destacar a la hora de realizar la simulacién
es el valor que se le da al tiempo. Si nos fijamos en la Ecuacién (9) podemos observar
que el tiempo esta multiplicado por la constante de difusion y este valor para el caso
que estamos simulando a lo largo del trabajo tiene un valor de 2,18207-10_5M que

s ?
corresponde al promedio de la difusién del CGO para una temperatura de 200°C.

Como vemos en las Figuras 14-18 el tiempo necesario para alcanzar una concen-
tracion homogénea a lo largo de toda la particula, es decir, de alcanzar de nuevo un
equilibrio tras el apagado de microondas, depende del tiempo previo de irradiaciéon

bajo las mismas. Es importante destacar que, en todas las simulaciones, el area bajo
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Figura 13: Familia de curvas que reproduce los perfiles de concentracion obtenidos
en la simulacion grdfica de la Figura 7, mostrando la evolucion radial de la
concentracion bajo la diferentes tiempos de incidencia de un campo eléctrico
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Figura 14: Representacion del perfil de concentracion en funcion de la distancia
radial con una condicion inicial obtenida tras la irradiacion de microondas durante

0.1 s.

la curva se mantiene constante, lo que indica que el sistema ha sido simulado en

ausencia de una atmésfera exterior.

La dindmica de difusion tras el apagado de microondas es similar para todos los
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Figura 16: Representacion del perfil de concentracion en funcion de la distancia
radial con una condicion inicial obtenida tras la irradiacion de microondas durante
10 s.
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Figura 17: Representacion del perfil de concentracion en funcion de la distancia
radial con una condicion inicial obtenida tras la irradiacion de microondas durante
60 s.
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Figura 18: Representacion del perfil de concentracion en funcion de la distancia
radial con una condicion inicial obtenida tras la irradiacion de microondas durante
600 s.
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tiempos de exposicién analizados. No obstante, se utiliza a continuacién la Figura
18 correspondiente a una irradiacién de 600 s (10 minutos) para la descripcién de
los resultados. En este caso particular, se aprecia como el orden de magnitud de la
movilidad iénica tras el apagado es de horas, mientras que cuando las microondas
estaban encendidas es de segundos. Concretamente, son necesarias al menos al menos
3 horas y 20 minutos para que haya una distribucion homogénea del oxigeno en toda

la particula.

Este resultado evidencia que la presencia o ausencia de microondas es determi-
nante para entender la dinamica difusiva en el sélido. Por contra, la temperatura
generada en el experimento presenta un efecto subdominante en la difusion, ya que
no es suficiente por si sola para inducir una difusiéon tan rapida como la que favo-
recen las microondas. Por tanto, este modelo es capaz de justificar la accién de las
microondas como agente principal en la difusion idénica y, por tanto, que la liberacién
de oxigeno y, por extension, de hidrégeno, sea posible a temperaturas inusualmente

bajas con respecto a los otros procesos de generacion de Hs.
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6. Conclusiones y futuras lineas de trabajo

En este Trabajo Fin de Grado se han presentado las bases fisicas que permiten
explicar la dindmica de movimiento de los iones de oxigeno en éxidos metéalicos a
bajas temperaturas como resultado de la reduccién de los mismos debido a la irradia-
cién por microondas. El conjunto de los objetivos generales y especificos planteados
en este trabajo se ha cumplido satisfactoriamente en vista de los resultados obte-
nidos. En primer lugar, se ha derivado una soluciéon analitica exacta, dependiente
del radio y del tiempo, que describe la dindmica de los iones de oxigeno en el CGO
tanto en ausencia como en presencia de microondas. Dicha solucién reproduce con
gran fidelidad las observaciones experimentales y reproduce de manera precisa las

caracteristicas del sistema.

Los resultados obtenidos a partir del modelo confirman que la liberacion de
oxigeno es predominantemente un fenémeno superficial, de acuerdo a los datos ex-
perimentales. Asi mismo, reproduce la liberacion inmediata de O, observada al su-
perar la temperatura induccién bajo irradiacion de microondas. Del mismo modo, el
modelo también refleja que a medida que se disminuye el tamano de las particulas,
aumentando la relacion entre superficie y volumen, se incrementa la cantidad de
oxigeno liberado. Asimismo, se han realizado diversas representaciones graficas que
se ajustan a los experimentos. Con estas, se ha podido confirmar que la liberacion
del oxigeno se produce en la superficie y que por tanto, el volumen y superficie de
las particulas resulta fundamental en la liberacion de los iones. Todo esto respalda
la validez del modelo presentado, el cual predice de manera fidedigna la liberacion

de oxigeno bajo irradiacion por microondas.

En cuanto al modelo de difusién de iones tras el apagado de las microondas,
la representacion grafica que permite observar dicha difusién, y una vez confirmado
que el modelo reproduce la dindmica de movimiento bajo microondas, nos permite
afirmar que el proceso de difusiéon no puede explicarse inicamente mediante meca-
nismos térmicos convencionales. No solo las temperaturas son demasiado bajas para
justificar por si solas la réapida liberacién de oxigeno, sino que, sin la presencia de
las microondas, el orden de magnitud de la movilidad i6nica tras el apagado es de

horas, mientras que cuando las microondas estdn encendidas es de segundos.

Es indiscutible que los efectos no térmicos, como consecuencia de la irradiacién
con microondas a la muestra de CGO, son los responsables de la difusion del oxigeno
a temperaturas relativamente bajas. La afirmacién realizada de que las microondas
juegan un papel crucial en la dinamica de difusién del oxigeno no solo viene respal-

dada por nuestro modelo, sino por la literatura.
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Con el objetivo de identificar los mecanismos de difusién activados por la radia-
cién de microondas, se llevd a cabo adicionalmente una revisién de la literatura. A
continuacion, se presentan los mecanismos mas relevantes, que apoyan la hipdtesis
de que el efecto de las microondas es principalmente no térmico. Algunos autores
sugieren que las microondas favorecen la difusién iénica al reducir la energia de ac-
tivacién; sin embargo, Binner et al., 1995 plantean que el aumento en la difusion
podria deberse a cambios en el factor preexponencial de la ecuacién de Arrhenius,
particularmente en la frecuencia de salto atémico, sin alterar la estructura cristalina
del material. Aunque las microondas no modifican parametros geométricos como la
distancia de salto ni el nimero de sitios disponibles, si parecen influir en la frecuencia

vibracional de los atomos, lo que afectaria indirectamente la movilidad iénica.

Booske et al., 1992 proponen que las microondas excitan fonones no térmicos
mediante mecanismos como el acoplamiento resonante local o el acoplamiento a
frecuencia cero, posible en presencia de un desbalance de carga causado por disloca-
ciones, superficies libres o limites de grano. Estos fenémenos generarian condiciones
que facilitan la interaccién entre microondas y la red cristalina, promoviendo la

movilidad iénica 1.

Si bien los hallazgos alcanzados permiten una mejor comprension del fenémeno
de difusion iénica bajo microondas, futuras lineas de trabajo nos permitiran extender
el enfoque a nuevos contextos experimentales y asi verificar las hipdtesis de Binner
o de Booske. Resultaria interesante poder realizar nuestro modelo para un valor de
la difusién variable teniendo en cuenta las distintas temperaturas por las que pasa
el sistema durante y tras la aplicacién de las microondas, pudiendo modelar explici-
tamente el cambio del factor preexponencial de la Ecuacion de Arrhenius inducido
por las mismas. De la misma manera, ampliar el estudio a diferentes intensidades
de campo eléctrico nos permitiria conocer como la intensidad del mismo afecta a la
dindmica de difusién de las particulas y si a hay un valor limite de mejora en funcién

de la potencia radiada.

Asi mismo, resultaria interesante aplicar el modelo a otros sélidos ceramicos, con
el objetivo de explorar cémo varian los mecanismos de interaccién entre microondas
y defectos estructurales en funcion de la composicion y estructura del material. Esto
no solo permitiria confirmar si los mecanismos de difusiéon propuestos son igualmen-
te validos para otros materiales, sino que permitiria dar mayor validez al modelo

presentado.

11Se realiza una revisién de la literatura con mayor profundidad sobre los efectos no térmicos en
el Apéndice I
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Una de las lineas mas interesantes de trabajo seria introducir de manera efectiva
en el modelo la presencia de una atmosfera exterior, no solo para poder cuantificar la
cantidad de hidrégeno generado en funcién de las caracteristicas del éxido utilizado
sino para observar la dinamica de difusion del oxigeno ante la presencia de una

atmosfera que lo contenga.

6.1. ODS

Este Trabajo Fin de Grado y los resultados obtenidos en el mismo tienen im-
plicaciones directas en el contexto de los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS),
especialmente en lo referente a energia y acciéon por el clima. En primer lugar, el
modelo propuesto permite conocer en profundidad los fenémenos fisicos que expli-
can la activacion por microondas de materiales ceramicos para la produccién de
hidrégeno verde a temperaturas notablemente mas bajas que las requeridas por
los métodos convencionales, permitiendo optimizar este método de produccién de
hidrogeno. Ademas, las temperaturas a las que se realiza la producciéon se tradu-
cen en una mayor eficiencia energética, ya que disminuye el requerimiento de calor
externo. Consecuentemente, el presente trabajo se alinea con el ODS 7 (Energia ase-
quible y no contaminante) al contribuir a tecnologias més eficientes en la generacién

de energia limpia.

Ademas, al reducir la necesidad de calor de origen fésil y posibilitar el uso directo
de electricidad de fuentes renovables para desencadenar la reduccién, el proceso
disminuye las emisiones de gases de efecto invernadero asociadas a la produccion
de hidrogeno. Esto apoya los objetivos de accién climatica del ODS 13 (Accién
por el Clima), ya que una produccién de hidrégeno més limpia implica menores
emisiones de gases de efecto invernadero en sectores tradicionalmente dificiles de

descarbonizar.

En el plano industrial, entender los procesos de generacion de hidrégeno a partir
de 6xidos irradiados bajo microondas permiten optimizar la implementacion a escala
industrial de este proceso, lo cudl estd alineado con la ODS 9 (Industria, Innovacién
e Infraestructura). Esto representaria un avance hacia la descarbonizacién total de
la industria, reduciendo la huella de carbono de procesos como la produccién de

combustibles sintéticos o la fabricacién de fertilizantes.

En definitiva, este trabajo no solo presenta las bases fisicas que permiten enten-
der el papel de las microondas en la activacion de materiales ceramicos y su papel

fundamental en la mejorar de la produccién de hidrégeno verde, sino que también
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contribuye de manera significativa a varios Objetivos de Desarrollo Sostenible. Al
avanzar hacia procesos industriales mas eficientes, limpios e innovadores, se promue-
ve un desarrollo sostenible que integra la energia asequible, la accién climética y la

modernizacion industrial.
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A. Reduccion formal de la ecuacion del modelo a

una ecuacion de tipo Schrodinger

A partir de la Ecuacién (13), que presenta la forma:

or r2 Or or or

y buscando obtener una ecuaciéon analoga a la ecuaciéon de Schrodinger con un po-

M) 12 [ () p2eterlg, ]

tencial dependiente del tiempo, se aplica el siguiente cambio de variable ((r,7) =
1,-p2GT Y(r, 7). Se realiza a continuacion el cdlculo de la derivada parcial y la deri-
vada parcial segunda de ((r,7) con respecto a r y la derivada parcial de ((r,7) con

respecto a 7 con el objetivo de sustituirlo en la Ecuacién (13).
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Se desarrolla la Ecuacién (13) antes de sustituir las derivadas parciales para

facilitar el calculo:

a¢(r,7) 20¢(r,7) | 0*C(r,7) | 2B0p(r,7)
or r Or * Or? +T or C(r,7)

+582%53 T)g( ) ny ( )8(5;7)

Sustituyendo las parciales en la Ecuacién (13) desarrollada, se obtiene:
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Finalmente se obtiene:
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que la ecuacién anterior es una ecuacion tlpo Schrodmger.

con V(r,7) =

23

. Podemos entonces afirmar



B. Determinacion de las ecuaciones de contorno

en r = q para Y(r, T)

Con el objetivo de facilitar la realizacion del calculo se ha aplicado un cambio
de variable tal que 7 = Dt, lo que permite reescribir la concentracién de iones de
oxigeno como C(r,t) — ((r,7) y el potencial eléctrico como ¢(r,t) — ¢(r, 7). Una
vez aplicado este cambio sobre la ecuacién diferencial, las condiciones de contorno

dadas por la Ecuacién (10)-(12) quedan expresadas como:
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Sustituyendo por los términos conocidos y evaluando para r = a se obtiene:
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Los cambios de variable realizados en el cdlculo nos permiten afirmar que ((a, 7) =
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%e P27 (a,7) y Cog = é e P73 1h,,. Se sustituyen estos términos en la ecuacién

(28) y se simplifica para llegar a la ecuacién (15):
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Finalmente, se obtiene:
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C. Trasformada de Laplace de i (r, 1)

Debido a que la ecuacién diferencial, Ecuacién (14), junto con las condiciones
iniciales y de contorno, Ecuacién (12) y Ecuacién (15), presentan una resolucién
analitica compleja en el dominio del tiempo se traslada la Ecuacién (14) al espacio

de Laplace. Queda entonces esta ecuacion como:

0 )y T > —sT, ! —sT ©© = —sT
E[%]z/{) e 1/}<T,T)d7':[€ 1/}(7",7‘)]0 —l—s/o e *T(r,T)dr

=(0-9(r,00) — (r,0)) + 8/000 e *Tp(r,T)dr
= sL[(r,7)] —1(r,0) = sp(r,s) — po(r).

donde 1 (r,0) se ha escrito como po(r) para homogeneizar la notacion.
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D. Obtencién del parametro £ de la solucién de la

ecuacion diferencial en el espacio de Laplace

La solucién de la Ecuacién (18) viene dada en funcién de un pardmetro k. Para

obtener el valor de k partimos de la condicién de contorno dada por la Ecuacién (15),

al trasladarla al espacio de Laplace y considerando que Bvﬁgo = —F), se obtiene:
8,0(7‘, S) EO ¢6 we
- or - = (N + 7 p(a7 S) —h Sq = h/E p(a7 S) - hf? (29>

/A N Fo
con hly = h' + 3.

Procedemos al calculo de la parte izquierda de la igualdad anterior y la obtencién

de la funcién p(a, s).

apg;, %) /s Veosh (vs=V)+ és ?6‘/ + éSA_Cx// {5 (r=a)
(7" — acosh (M(T - a)) - \/Sl_—v sinh <M(r B &))>

+H(r _a)<1 — av/s — Vsinh (r — a) — cosh (ﬂ(r— a)))},

dp(r, s)
or

1 !
= —kv's — V cosh <a\/s — V) — as€OV’

r=a

Cy
s—=V

pla,s) = ksinh (aﬂ) +
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Sustituyendo ambos términos en la Ecuacion (29) y desarrolldandola, se obtiene:

as—V s—V
—k(ﬂcosh <aﬂ) + W sinh <am>) _ G (%—i—hb) —hwgq.

—l@‘\/mcos,h(a\/m)—1 Co Zh/E(ksinh<am>+ i )—hw;q7

s—V

Multiplicando a ambos lados de la Ecuacién anterior por a, teniendo en cuenta

que ahora k = k - a. Posteriormente se despeja k, obteniendo la Ecuacién (30).

—k <\/S ~V cosh (a\/s - v) + Ry sinh (a\/s - v)) — COV (14 ahly) — ahe,
S — S
C/ Ye
——4 (14 ahly) + ah==
k= = r) E (30)

Vs — Vcosh (av/s = V) + higsinh (av/s — V)

Procedemos a trabajar con el denominador de la ecuaciéon anterior.

Ch ' Yeq —sCy(1 + ahly) + ah(s — V)i, o
S_V(l—i-ahE)—l—ahS = - =
_ s(ahtpeg — Co(1 + allp)) — ahVipe
B s(s—=V)
— ah¢5q — C(l)(l + ah%}) . ahv’lvbeq
B s=V s(s=V)
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Tomando en consideracién que by = h'+ % =h— é + %, y pudiendo ser escrito

como ahly = ah — 1+ a%, se sustituye en la ecuacion anterior, llegando a:

& : Veg ahtheg — Co(1+ally)  ahViby,
S_V(l—f—ahE)—l—ahs = 7 V)
_ahqu)eq - C(l)(ah + a%) B CLth/)eq
B s—=V s(s—=V)
:ah(weq - C[/)) - C(l)a% B athpeq
s=V s(s—=V)’

Sustituyendo en la Ecuacién (30), se obtiene:

1
V's =V cosh (av/s = V) + Rjgsinh (av/s — V)
ah(¢eq - C’(/)) - O(l)a% CLh‘/weq
s=V s(s—=V)

k:
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E. Cambio de variable que permite la simplifica-

cion de la ecuacion de difusion

Dado que la ecuacién (23) presenta un sumando que depende de la concentracion
inicial en el interior del material como de la concentracién en el exterior, un segundo
que depende tinicamente de la concentracién inicial dentro del material y un tercero
que al ser proporcional a la funcién de Heaviside solo contribuye fuera del mate-
rial, se busca un cambio de variable tal que el primer sumando solo dependa de la
concentracion inicial, eliminando la influencia de la concentracién externa. Se aplica

entonces un cambio de variable en la Ecuacién (14) de la forma ¢ (r, 7) = ¢ (r, 7)—kr,

quedando entonces la ecuacion como:

81/;(7", T) 82@[)(7‘, T) -~
5 = g2 +(r, )V (r,7) — krV (r,7), (31)

con V(r) = —Efg.

Las condiciones de contorno e inicial para ¢ (r, 7) tras la aplicacién del cambio

de variable presentan la forma:

»(0,7) =0,

b 1 By /- .

Rlh] {h SL 70] (d(a.7) = K) — hibes — 5 = Hybla,7) — amhly — b, —
= —k (ahly + 1) + Wpb(a, 7) — hibey,
U(r,0) = g(A/H(r —a)+ B') + kr.

Es por ello, que con el objetivo de eliminar 9., definimos x como xk = —% =

_ 1 hter
a h—l—%'
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F. Transformada de Laplace de @Z(T, T)

Con el objetivo de simplificar la resolucion analitica en el dominio del tiempo
que presenta la Ecuacién (31), se traslada dicha ecuacién al espacio de Laplace,

adoptando la siguiente forma:

sp(r,s) — p(r,0) = % + Vp(r,s) — %r,
TR0 (s V)ilr) = —alr) + o (32)

Observando la Ecuacion (32) podemos afirmar que el cambio de variable no afec-
ta a la solucién homogénea de la ecuacién diferencial, pero si a la solucion particular.
En concreto, la solucién homogénea para j(r, s) es la obtenida para p(r, s), Ecuacién

(20).

En cambio, en la solucién particular se anaden dos términos: +kr y — V:’", que-

dando como:

_ 1 Cir 1 AC

pp(r’s)zas—v—'—as—‘/
1

Vs -V

H(r —a){r —acosh( s—V(r— a)>

sinh (\/ﬁ(r - a)) } + - /irv B S(;//_irv)' (33)

La diferencia entre la solucién particular para p(r,s) y la de p(r, s) viene dada

por:

Ap = 5y — Ko Vkr __lhwexf
Pp=f ==y s(s—=V)  ah+s

S

61



Conocido el valor de x, podemos obtener la condicién de contorno en r = a.

31/;(7“, )

By —k (ahly + 1) + h’Elﬁ(a, T) = htpew = —akhly — K + Rgth(a, T) — hibe,

1
(h—a‘f“ )¢(7 ) hwem
Mes (h_1 @) 1 e
h—l—% a 2 ah—i—%
+ h_é+—0)@/~)(a,7) hwex
B 1 0\ 7 L h
—(h——‘i‘? w(aa7)+wew[_h+%
h 1 E
+h+%< _5+7>_h}
1 B - 11
:<h__+70)¢(a,7)+h¢ea:|: Wt
1

1 Ey)\ - 1
= <h—a 7) ¢(a,7)+hwe$|:h+%
(a+a) -1
S o) —141
a a
= (h — % + %) 1;(@, T) = h%&(aﬂ'), (34)

como vemos, la Ecuacién (34) no contiene ningtin término de t),,. Sin embargo, la

contribucion de )., se ha trasladado a la solucion particular.

Trasladando la Ecuacién (34) al espacio de Laplace, y realizando el mismo proce-

dimiento que para el calculo de k£ obtenemos el valor de k para la solucién particular

de ¥(r, 7):
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—C’
P S_‘S(l + ah’y)

- Vs — V cosh (ay/s — V) + b/, sinh (ay/s — V)

La solucion homogénea de ?ﬁ(r, 7) en el espacio de Laplace es:

_fé[:fE sinh (rvs — V)

pn(r,s) = ksinh (rvs — V) = =V cosh (av/s V) 1 I, sinh (av/s =)'

donde el pardmetro hg es definido como hgy = h + %
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G. Transformada inversa de Laplace de p;(r, s)

Con el objetivo de obtener la soluciéon de la dinamica de la concentraciéon en

el espacio real, se realiza la transformada inversa de Laplace de la Ecuacién (25).

Partimos de que ¢, (r, 7) = £ [pn(r, 5)]. Teniendo en cuenta la propiedad del primer

teorema de traslacion, £ [e* f(t)] = F(s — a), que indica que un desplazamiento en

el dominio s implica agregar un factor e® al dominio del tiempo.

F(s)=s+V = F(s—V)=F(s) = s .Por lo que f(t) = e L [F(s — a)].

Esto significa que 9, (r, 7) = "L [gn(s + V)] con

=0he Ginh (ry/5)

S

pn(r,s+V) =

V/scosh (ay/s) + bl sinh (ay/s)

La solucién homogénea de la ecuacién diferencial para 1 (r, 7) es:

Un(r,7) =€ TL [pu(r, s + V)] =" L7

::QVT[:_I

—Clahg

—F sinh (1/s)

/s cosh (a/s) + 'y sinh (a\/E)] -
—G0thE Ginh (r+/3)
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H. Reversién de los cambios de variable de @Z(r, T)

Con el objetivo de obtener la dindmica de concentracién de los iones de oxigeno
deshacemos los cambios de variable realizados a lo largo del cédlculo. Partimos de la
ecuacién y deshacemos el cambio 1(r, 7) = 1(r, 7) — kr realizado. Del mismo modo
deshacemos el cambio impuesto a Cf, C| = aCoe’“%, por lo que obtenemos que la

solucién ahora toma la formas:

oo

Un(r, 7) :Coea% hg eVT{Z hlf {erfc (%\/;)JFT) — erfc (ML\/ZIE)_T)}
T T
-3 L etz g a(l +2n) +r
Zh/E {6( +2n)+T) ;{( 47') ) erfc( Nir
(o)
k=0

+ hﬁg\/;an} _ €<hlE(a(1+2n)—7‘)+h/§T) ‘

. 1 + 2n) —r 1 h¢ex

k f a(— h/ Cn 1 | .
1" erfe VAT + W1 k aht %T (35)

En la realizaciéon del calculo se ha buscado tener una ecuacién parecida a la de

)¢, )

Schrédinger, por lo que se impuso el cambio de variable i(r,7) = r (A5

(e e}

»(a,7) .
Y Yer = aCere” 2 . Deshacemos este cambio y obtenemos que:

By_getan) | = 1 a(l+2n) +r
r, 1) =aCy hyp eV TS =825 E —[erfc (—)
Glr,7) =aCohs Vir

erte (a(1+\/24_7;)—7")} _Zhi/[e( o(a(142n)+r)+hi2r) Z{( )

n=0"F k=0
1+2 , /
i* erfe <a(+— TnT)Hj + h’E\/F) an] _ o(Ppla@i42n)—r)+higT).

i l (h’E\/E)k i* exfe (%ﬂﬁ:_r + h/ﬂ?) anH }

w(a,T)
hC. el 2

h+ 5 (36)

Finalmente, reescribiendo la dindamica de los iones de oxigeno en funcién del

tiempo, obtenemos:
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k—1
E 1 E
con Cpy, = 1—2(-1)M<Z)2", h, :h’+70 —h—-— 7“ r=D-t h

2 | ADt
(1+2n)— T)} — 1 [ (R (a(1+2n)+r)+hEZ D)
— erfc — — B
( VAD ¢ ; Wg
= k a(l+2n)+r
W,/ID7) Ferfe <— T, ) }
; { ( " > VADt
2 > k
_ e(hjg(a(1+2n)—r)+h35.Dt) ] Z[(h/E@> ; erfc( a(l+
k=0
hC.e? elegpl
+ VDT }— —_—
2

a
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I. Reversion de la literatura sobre efectos no térmi-

COSs

Muchos autores afirman que las microondas reducen la energia de activacién
necesaria para la difusion de iones. Sin embargo, Binner et al., 1995, pusieron de
manifiesto que las microondas cambian el factor preexponencial (Ecuacién 37) en la

ecuacion de Arrhenius, pudiendo explicar el aumento en la difusion.

A=~\T (37)

El factor A estd determinado por un componente geométrico que considera va-
rios aspectos, como el nimero de sitios de salto correspondientes a los vecinos méas
cercanos (), la distancia de salto entre planos de red adyacentes (\), y la frecuencia
con que ocurre el salto (I'). Sin embargo, ni v ni A se ven influenciados por la irra-
diacion con microondas, dado que dependen de la estructura cristalina del material.
En cambio, la frecuencia de salto, que esta descrita en la ecuacion I, si experimenta

un cambio bajo la influencia de las microondas.

7AG+>

F:Ve( kT

Aqui, v representa la frecuencia natural de vibracién de los dtomos y AG™ es
la energia de activacion. Dado que la energia de activacién no parece alterarse con
las microondas, se sugiere que estas afectan principalmente a la frecuencia natural
de vibracién de los dtomos. Segun lo indicado por Binner et al., 1995, este compor-
tamiento es inusual, ya que, en sélidos cristalinos, la frecuencia de vibracién tipica
es del orden de 103 s7!, mientras que las frecuencias de los campos de microondas
suelen estar alrededor de 10°s™!, lo que harfa que los efectos de resonancia sean
inesperados. No obstante, no se puede descartar la posibilidad de que tales efectos
ocurran, especialmente considerando que la frecuencia natural de vibracién en los

limites de los granos y en las superficies no esta tan claramente definida.

En el caso de Booske et al., 1992, se plantean la posibilidad de que las micro-
ondas se acoplen a las vibraciones elasticas de baja frecuencia de la red cristalina,
excitando fonones no térmicos que facilitan la movilidad iénica. Presentan diferentes

mecanismos para explicar esta excitacion.

Proponen un acoplamiento resonante a pequena escala, el cual ocurriria en com-
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puestos policristalinos. Esto se debe a que la presencia de defectos puntuales en los
limites de los granos y en las interfaces superficiales podria dar lugar a resonancias
localizadas con frecuencias mas bajas que las frecuencias de vibracion tipicas del

solido cristalino.

Por otro lado, proponen un acoplamiento a frecuencia cero. Este modo de fre-
cuencia se daria cuando el centro de masas de un grupo de iones se desplaza como
consecuencia de las microondas. Destacan que solo seria posible un acoplamiento
a este modo de frecuencia si existiese un desbalance de carga local en la cadena
de atomos acoplados. Este desbalance de carga se daria como consecuencia de las
superficies libres, limites del grano y dislocaciones'?. Como consecuencia de este
desbalance de carga se generarian regiones con un exceso de carga, facilitando la

interaccion entre las microondas y los fonones de la red.

12Defectos de linea en la red cristalina de un sélido cristalino (Universidad de Sevilla, s.f.).
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