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Abstract

Desde el origen de ambas teorias, la Mecdnica Cudntica y la Relatividad General han presen-
tado problemas para unificarse como una gran teoria que explica uno de los fenomenos fisicos
mds importantes: la gravedad. Tras analizar ambas teorias desde sus fundamentos concep-
tuales y herramientas matemdticas se han descrito los problemas concretos que dificultan la
unificacion de ambas. Presentando las perspectivas canonicas 'y covariantes de la cuantizacion
de la gravedad se ha expuesto uno de los mejores aproximaciones en la actualidad que atina
ambas perspectivas, la gravedad cudntica de bucles, introduciendo las bases de su formalismo

y sus implicaciones conceptuales.

Keywords: Teorias gauge, Fisica Relacional, Cuantizacion Canonica, Cuantizacion
Covariante, Teoria Cuantica de Bucles, Formalismo ADM, Holonomia, Tetrads, Triads,
Variables de Ashtekar, Ecuacion de Wheeler-DeWitt, Redes de spines.

Since their beginnings, both Quantum Mechanics and General Relativity have faced cha-
llenges in unifying into a grand theory that explains one of the most important physical pheno-
mena: gravity. After analyzing both theories from their conceptual foundations and mathemati-
cal tools, the specific problems hindering their unification have been described. By presenting
the canonical and covariant perspectives of gravity quantization, one of the best current ap-
proaches that combines both perspectives has been introduced: Loop Quantum Gravity, along

with the foundations of its formalism and its conceptual implications.

Keywords: Gauge theories, Relational Physics, Canonical Quantization, Covariant
Quantization, Loop Quantum Theory, ADM Formalism, Holonomy, Tetrads, Triads, Ash-
tekar Variables, Wheeler—DeWitt Equation, Spin Networks.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde sus primeras formulaciones, la Mecanica Cudntica ha dudado de sus propias bases
conceptuales [1]. Desde el desarrollo de las primeras formulaciones por parte de Heisenberg,
Jordan, Born y, de manera paralela, Dirac se traté de encontrar una forma de explicar esta teoria
a partir del dlgebra a la que estaba acostumbrada la comunidad fisica a principios del siglo XX.
Fue con la introduccién de la funcién de onda v formulada por Schrédinger que se consiguid
traducir este nuevo formalismo a un lenguaje matemético comun, el dlgebra matricial. No obs-
tante, la introduccion de la funcién de onda trajo consigo problemas conceptuales que hoy en
dia siguen arraigados en las bases de la Mecénica Cudantica. En la misma época en la que la
Teoria Cudntica comenzaba a nacer, la comunidad cientifica tenia los 0jos puestos en la teoria
del momento: la Relatividad General. Uno de los primeros pensamientos que se tuvo duran-
te el desarrollo de la Mecanica Cudntica fue, como era 16gico dada la importancia que habia
adquirido la Relatividad General, intentar unificar ambas teorfas. Sin embargo, desde sus pro-
pias bases, la discretizacion del espacio a partir de la constante de Planck A y la formulacién
del campo gravitacional como el continuo espacio-tiempo, ambas teorias han presentado serios
problemas al intentar unificar ambos formalismos [2].

Numerosas reinterpretaciones de las bases de la Mecanica Cudntica han sido propuestas pa-
ra intentar acercarla a la Relatividad General. Una de las propuestas con mayor impulso ha sido
el desarrollo de la Fisica Relacional (FR), partiendo de la siguiente proposicion : Un sistema
solo nos aporta informacion fisica cudndo ésta es relativa a otro sistema externo. Sin embar-
go, todos los sistemas fisicos se consideran equivalentes y, por tanto, la teoria solo describe
la informacién que los sistemas comparten entre ellos’. Los dos grandes impulsores de esta
corriente, Carlo Rovelli y Abhay Ashtekar [3, 4], propusieron esta perspectiva con el objeti-
vo de ’devolver’ a la Mecanica Cudntica al estudio de los fendmenos fisicos y alejarla de los
conceptos puramente matematicos como podia ser la funcién de onda ).

Sin embargo, a pesar de este gran cambio conceptual que propuso la Fisica Relacional, no
solucionaba el mayor de los problemas que presentaba la unificacién de ambas teorias [5] :
la cuantizacion de los sistemas relativista, donde el elemento mds problematicos de todos ha
sido la cuantizacién de la gravedad. A pesar del desarrollo de la Teoria Cuantica de Campos
que solucionaba la cuantizacién de sistemas sometidos a campos magnéticos o de interaccion,
alcanzar un formalismo que cuantifique el campo gravitacional ha sido motivos de disputa en la

comunidad cientifica a lo largo del tiempo desde los primeros intentos en 1930 por Rosenfeld
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los cuales dejaron ver las complicaciones técnicas y conceptuales que tendria la cuantizacion
del campo gravitacional.

Numerosas propuestas se ha desarrollado a lo largo de las ultimas décadas para solucionar
esta situacion y unificar ambas teorias, desde la aproximacién por integrales de camino de
Feymann a la cuantizacion canénica formulada por DeWitt e inspirada en el trabajo de Wheeler.
Siguiendo la reintepretacion de la Fisica Relacional, en este trabajo se desarrollard el camino
histérico y conceptual que ha llevado a una de las teorias mds importantes en la actualidad en la
busqueda de la creacion de una teoria cudntica de la gravedad: la Gravedad Cuantica de Bucles.

Durante este trabajo se desarrollara el problema de la cuantizacion a lo largo de las teorias
mds importantes que han llevado a la creacién de la Gravedad Cudntica de Bucles. Se introdu-
cirdn la primera cuantizacion elaborada por Heisenberg durante los inicios de la Teoria Cudnti-
ca y se comentardn los problemas conceptuales que presenta esta teoria y el como afectan a
la unificacién conceptual con la Relatividad General. Se explorara una de las soluciones dadas
a estas incompatibilidades, la Mecdanica Relacional y se explicaréd cuales son los cambios que
efectia sobre las bases de la Mecanica Cuantica. tras esta explicacion de la parte “cudntica”
del problema de la cuantizacion (desde un punto de vista mads conceptual), pasaremos a expli-
car las herramientas sobre las que se han construido los diversos formalismos y propuestas de
cuantizacion: las teorias gauge y los diferentes el formalismos hamiltonianos; con el objetivo
de presentar uno de los puntos clave, tanto histérico como tedrico, en el problema de la cuan-
tizacion: la cuantizacién candnica de DeWitt. Se estudiardn las bases de esta propuesta y el
gran problema que plantea, el conocido como problema del tiempo y se formulara una de sus
posibles soluciones, la solucion covariante [6], una nueva formulacion en la que el tiempo no se
considera una variable fisica [7, 8]. La explicacién de estas propuestas serviran de introduccién
a las bases de la teoria de la Gravedad Cudntica de Bucles, de la que se presentard los conceptos
fundamentales en los que se basa, enlazando con los conceptos vistos durante el desarrollo de

este trabajo.
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Capitulo 2

Formulacion de la Mecanica Cuantica

Para poder entender més en profundidad el problema de la unificacion de ambas teorias es
necesario remontarse al origen de la Mecdnica Cudntica [1], donde se formulo por primera vez
el concepto de cuantizacion y se definieron las bases de este nuevo formalismo. Fue en estas
primeras bases donde surgieron los problemas tedricos que se arrastrarian al intentar entender el

espacio de forma discreta, en oposicidn al espacio continuo que suponia la Relatividad General.
Primera cuantizacion

La teoria que hoy en dia conocemos como ’Mecdanica Cuéntica’ naci6 de la mano de Weiner
Heisenberg [9] en 1925 a partir de una serie de articulos junto a Born y Jordan donde definirian
todo el conjunto de ecuaciones que formarian esta teoria basdndose en la mecanica matricial.
En su primera propuesta, Heisenberg parti6 del caso de un electrén en un dtomo que seguiria un
movimiento periédico. Una cantidad z,,(t) relacionada con el n'”* estado del electrén se podria

expresar como una serie de Fourier de manera cldsica de la forma

zn(t) = Z z(n,7) = Z x(n, T)exp [2miv(n, )t 2.1

donde la componente 7" tiene la frecuencia v(n,7) = n7(n, 1) por lo que sigue la siguiente
relacion
v(n,7) +v(n,7) =v(nT+1) 2.2)

Su anélogo en la mecénica cudntica, siguiendo los postulados de Bohr tendria la forma

Vn,n—’r' + Vn—T/,n—T = Vnn—r (23)

Gracias al principio de correspondencia las frecuencias cldsicas y cudnticas se pueden relacio-
nar de la forma

v(n,T) < Vppor 2.4)

por lo que Heisenberg justificoé que las amplitudes en el caso cudntico deberian de tener la
forma

x(n,T) > Tpn—r (2.5)
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Por ello, el conjunto {x,, ,,_-exp [2miv, ,_,t]} serd la forma de las amplitudes de z,,() en el

caso cudntico. En el caso clasico, las amplitudes tendran la forma siguiendo la ecuacién 2.2 de

x,(t) = [Z x(n, T)exp [27Ti1/(n,7)t]] Zx(nﬂ'/)exp |:27TiV(n,T/>t] =
x (2.6)

_ Z z(n,7)z(n, 7 exp [2m'y(n, T — T,)t}

/
TT

T

. . . /7 .
Haciendo el cambio de variable 7 — 7 — 7 se obtiene

+o0o
Z 2% (n, 7)exp [2miv(n, T)t] 2.7)
donde
+oo
v (n,7) = Z z(n, 7 )x(n, T —1) (2.8)

por tanto, siguiendo la relacion 2.3, la cantidad cudntica correspondiente seré

22 (t) <> {x} ,_exp [2mivy, ,_,t]} 2.9

n,n—T

Generalizando estas correspondencias como ()7, se obtiene un dlgebra no conmutativa, ya

que incumple en general

> T Y r F D Yo Tt r (2.10)

’
T

A partir de esta generalizacion se formulo la primera de cuantizacion de un sistema clédsico en la
vieja teoria cudntica, conocida como cuantizacion semicldsica o de tipo Bohr-Sommerfeld. Pa-
ra realizar esta cuantizacion, primero se obtiene la ecuacion cldsica del movimiento del sistema

y, tras ello, se impone la condicion de accion cudntica

jépdq =nh (2.11)
Esta cuantizacidn servia para sistemas simples sin embargo, se volvia mds complicada cuanto

mas complejo se volvia el sistema ya que resolver la dindmica de un sistema complejo puede

llegar a ser muy complicado de calcular completamente.

Heisenberg, para el caso de una ecuacion genérica del movimiento Z+ f(x) = 0y aplicando
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el principio de correspondencia

0P
TM A (I)n—i-Tn - (I)n n—r (212)
an ’ ’

demostré que

1/nu
%pdq = / maldt = 27T2mZTV(n,T) |z(n, T)|2 =nh
0 T
== h= QWQmZTi(V(’rL 7) |z(n, 7)|?) (2.13)
- dn ) )

2 Z 2 2
© 27°m Vntrn ’$n+7,n| — Unn—r ‘xn,n—T’ =h
-
donde x(n,7) = x*(n, —7) ya que x,(t) debe de ser real, es la condicién de cuantizacioén de
este sistema. A partir de este sistema genérico, Heisenberg demostrd, en un momento muy tem-

prano para la Mecdnica Cudntica, el esquema matematico para cuantificar un sistema clésico.

Durante el mismo periodo de tiempo, Dirac desarrollo de manera paralela en la formula-
cién de la mecdnica matricial encontrando una relacion entre la mecdnica cldsica y la mecénica
cudntica [10]. Defini6 la forma de un operador genérico como d/dv, el cual obedece las si-

guientes normas

—(x+y)=— + (2.14)

d(xy) dy  dx

dv 7xdv —l—%y

(2.15)

donde z, y obedecen la regla de producto matricial, (2Y)mn = D ). TmiYkn- Debido a la primera

regla se obtiene

dx
(-Dx)mn = (a) = Z anm’n/m/l'n/m/ (216)
mn m'n/
Por la segunda regla se obtiene
Z Apm,n'm' Tn'EYkm! = Z Qnlen'k' Tn! kY km! + Z TnkAkm k'm’ Yk'm/ (217)
n'm'k kn'k! kk'm/'

Comparando estas ultimas dos expresiones, Dirac fue capaz de reducir (19) a

dx
(5) = Tokllkm — GokThm (2.18)

k
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expresion que se puede escribir como

dx

i [z, a] (2.19)

lo que demostré que la operacidon mas bdsica a la que se puede someter una variable cuantica
sujeta a las reglas expuestas al principio se puede explicar como ’la diferencia de sus productos

de Heisenberg junto a otra variable cudntica’.

Cléasicamente, y aplicando el principio de correspondencia (13), Dirac obtuvo

ih
donde 529 529
T Oy T oy
e 221

son los corchetes de Poisson. En mecdnica clasica, un sistema descrito por un conjunto de

coordenadas {¢;, p; }, la relacién de conmutacion candnica serd

4Oy 94,0
fawpda =2 555~ 5 50 = (2.22)

donde {px, i} = {qk, i} = 0. Estas coordenadas se denominan coordenadas canénicas y las
transformaciones que transforman un conjunto de coordenadas candnicas en otro se conocen
como transformaciones candnicas. Los corchetes de Poisson son invariante bajo transformacio-
nes, por tanto las ecuaciones del movimiento también lo son. Segun estas definiciones, el pro-
blema de la cuantizacion se puede resumir en encontrar un conjunto de coordenadas candénicas
que aporten la maxima informacion sobre las constantes de movimiento del sistema y transfor-

mar sus ecuaciones del movimiento usando el principio de correspondencia de Dirac.

Este tipo de cuantizacion es la que se conoce como cuantizacion de Dirac y es la primera de
las dos cuantizaciones candnicas junto a la cuantizacion reducida. No obstante, la cuantizacion
reducida no apareceria hasta los intentos de aplicacion de la Mecédnica Cuantica a campos como

la Electrodindmica cudntica (teoria Yang-Mills) o a la Relatividad General.
El problema de la funcion de onda v

Un afio mas tarde al desarrollo de las bases de la Mecanica Cuantica de Heisenberg y de
la mecénica matricial de Dirac, Erwin Schrédinger propuso dos cambios fundamentales en la
teoria cudntica. Un primer cambio técnico, traduciendo el lenguaje algebraico que utilizaba
la teoria hasta ahora al lenguaje de las ecuaciones diferenciales; y un segundo cambio mds

conceptual que introdujo el concepto de funcion de onda, el cual evolucionaria al concepto de
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estado cudntico ). Desde el primer momento en el que se introdujo este concepto fue criticado
por Heisenberg debido a la importancia que adquiri6 dentro de la teoria cuantica.

Este peso ontoldgico dentro de la Mecéanica Cudntica se justifico con la necesidad de expli-
car el comportamiento ondulatorio de la materia. En propias palabras de Schrédinger, 'la teoria
cudantica debia de ser una teoria sobre el comportamiento de las ondas en un espacio fisico’.
Sin embargo, [11] este punto de vista trajo numerosos problemas conceptuales a la Mecanica

Cuéntica. Estos problemas se pueden resumir en tres puntos clave:

= El estado cudntico de dos particulas no se puede expresar como la coleccién de funciones

de onda en un espacio fisico.

» [a formulacion ondulatoria se aleja de la caracteristica principal que habian demostrado

las teorias atémicas del momento: la discretizacion de los niveles de energia.
= Al considerar la funcion de onda ) como un objeto real, surge al ’problema de la medida’.

A pesar de los problemas que presentaba esta perspectiva, las ventajas que trajo utilizar el
algebra de las ecuaciones diferenciales y las representaciones lineales en el espacio de Hilbert; y
la formulacién de la dualidad onda / corpiisculo por parte de Bohr, uno de los padres de la teoria
cudantica, convenci6 a la mayor parte de la comunidad cientifica de la época para considerar la
teoria ondulatoria de Schrodinger como la correcta. Sin embargo, poco tiempo después, hasta
el propio Schrodinger se percat6 de las incoherencias conceptuales de su formulacién inicial.

A pesar del asentamiento de la funcién de onda v como definicion de un ’estado cuéntico’,
una parte de la comunidad cientifica se mantuvo escéptica a su uso y busco una reformulacion
de la teoria cuédntica donde el concepto de la funcion de onda @ desapareciera. Una de estas
contribuciones fue la perspectiva relacional de la Mécanica Cudntica formulada por Carlo Ro-
velli y Julian B. Barbour durante su busqueda de una teoria que unificara los conceptos de la
Relatividad General con la Fisica Cudntica.

La Fisica Clasica describe el mundo en términos de variables fisicas y de la interaccion de
los sistemas fisicos en funcion de estas variables. Lo mismo deberia de ocurrir en la Mecénica
Cuéntica, asumiendo que ambas teorias sean capaces de estudiar los mismo fendmenos. Si
concebimos la Mecanica Cudntica como una teoria de variables fisicas se pueden prever algunas

de sus caracteristicas:

1. Existe cierta discretitud en la naturaleza, por lo que las variables fisicas deben de tomar

valores discretos y especificos.
2. Los valores de estas variables solamente se podran adquirir de manera probabilistica.

3. Los valores de las variables de un sistema fisico son siempre relativos a otro sistema

fisico.
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Es en este dltima caracteristica donde recae el mayor peso filos6fico y conceptual de esta inter-

pretacion y la que dara nombre a Mecanica Cuantica Relacional.
Perspectiva de la Mecanica Cuantica Relacional

La base de esta teoria es la critica a un concepto base de la Mecdnica Cudntica que se
considera intocable, el concepto de sistema fisico independiente del observador. Abandonando
este concepto y asumiendo que toda cantidad de un sistema fisico es ’relativa’ a otro sistema,

las bases de la Mecdnica Cudntica adquieren una nueva y mayor solidez.

Para comprender esta perspectiva y sus implicaciones se puede tomar como ejemplo uno
de los més conocidos experimentos mentales dentro de Teoria Cudntica de la Informacion: el
amigo de Wigner [12, 13].

Un observador O realiza un medicion sobre un sistema cudntico S en unl laboratorio. Al
medir una variable del sistema ¢, ésta puede tomar dos posibles valores, 1 y 2. Aplicando
el formalismo matricial formulado por Dirac, los posibles estados del sistema S se definen
como vectores en un espacio de Hilbert complejo Hg de dos dimensiones. Un estado genérico
de dicho sistema S se podra escribir como [¢)) = «|1) + 3]2); donde |a|* y |B|* son las
probabilidades de medir cada uno de los posibles valores de la variable ¢, cumpliendo el criterio
de normalizacion |a|* + |5]? = 1.

Al realizar una medicién sobre S el observador O obtendra uno de estos dos valores, en este
caso imaginemos que obtiene el valor 1. A este caso concreto se le llamara . Tras un tiempo
ty se vuelve a realizar una medicion sobre el sistema S y el estado que se obtiene serd |1). La

secuencia temporal del experimento se podria entender como

all) +512) = |1) (2.24)

Durante el experimento ¢, el observador O ha sido el unico que ha interaccionado con el sis-
tema. Sin embargo, introduzcamos ahora un segundo observador P del sistema conjunto de O
realizando el experimento sobre S. El nuevo observador P no interacciona con el sistema mixto
de Oy S pero conoce el estado del sistema durante ¢, y 5. Este nuevo observador describe el
sistema S en el espacio de Hilbert Hg y al observador O en un espacio de Hilbert diferente Hp
donde S-O seré descrito por el producto tensorial Hsp = Hg ® Hp. Se podra definir el estado
inicial en ¢, del observador O sobre H, como el vector |init).

El proceso fisico por el que O mide el estado del sistema S implica un interaccion fisica
entre los dos, por lo que el estado del observado O cambiara acorde al cambio del sistema S.

Si el estado que mide O resulta ser |1), el estado |init) evolucionard a un estado que se puede
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denominar como |O1). El estado mixto por tanto, evolucionara con el tiempo de la siguiente
forma

(a|1) + B]2)) ® |init) — a|1) ® |01) + B 2) ® |02) (2.26)

Las descripciones 2.24 y 2.26 son descripciones del mismo experimento €, pero expresan dife-
rentes resultados dependiendo de quien lo observa.
A partir de este experimento mental se pueden formular dos grandes hipétesis sobre la

naturaleza de la Mecanica Cuantica:

1. Todos los sistemas son equivalentes. En la Mecanica Cudntica no se pueden distinguir a
priori entre sistemas macroscopicos y sistemas cudnticos. Si un observador O puede dar
una descripcion cudntica de un sistema S, otro observador P puede dar una descripcion

cudntica de un sistema que incluya al observador O.

2. La Mecénica Cuantica da una descripcion completa y consistente del mundo fisico, acor-

de al nivel de las observaciones experimentales en el que se estudie.

No obstante, si estas dos hipdtesis son ciertas, debe de existir una relacion entre las distintas
descripciones de un mismo sistema fisico que asegure la completitud de la informacion que se
puede obtener de €l. Para explicar esta relacion se puede mostrar con el ejemplo del amigo de
Wigner.

Continuando en la misma configuracion del experimento anterior, podemos considerar un
operador puntero M en el espacio de Hilbert Hgo capaz de expresar la correlacion entre dicha
variable puntero |O1) (o |O2)) y su capacidad de apuntar a los estados correspondientes del

sistema S |1) (o |2)). Por tanto, el operador M actuard de la siguiente manera:

M(|1) ® |01)) = |1) ® |O1) (2.27)
M(|1) ®]02)) =0 (2.28)
M(|2) ® |01)) =0 (2.29)
M(]2) ® |02)) = |2) @ |02) (2.30)

Donde su autovalor, medido por P, serd la probabilidad de que el observador O haya medido el
sistema S. Para un tiempo ¢, los autovalores del operador M seran los vistos en las ecuaciones
2.27-2.30; en el momento en el que un observador P sabe con certeza que O ha medido el
sistema S. Para un tiempo t; el valor de M seria 1/2, es decir, desde el punto de vista de P hay
1/2 de probabilidades de que O haya hecho la medicion sobre S.

Conociendo la existencia de este operador M podemos afirmar que el hecho de que la va-

riable puntero de O contenga informacién sobre el sistema S (en concreto, de su variable g)
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se codifica en la existencia de una correlacion entre la variable g del sistema S y la variable

puntero del observador O, siendo esta correlacion una propiedad interna del sistema S-O.

Reconstruccion de la Mecanica Cudntica

Asumiendo que el mundo se puede descomponer en numerosos sistemas que se pueden
considerar tanto sistemas como observadores, un sistema puede tener informacion sobre otro y
la forma de comunicar dicha informacion es a través de interacciones fisicas. La informacion
serd por tanto una cantidad discreta, es decir, existe una cantidad minima de informacién inter-
cambiable. Al comportarse como una cantidad discreta, podemos entender cualquier proceso
de adquisicion de informacion como un conjunto de procesos independientes de adquisicion de
estas unidades elementales de informacién, o ’bits’. Se llamard a cada uno de estos procesos
@1, @2, . .. Cualquier sistema que se comporte como un observable se puede caracterizar por el
conjunto de posibles procesos de adquisicion de informacion al que se le puede someter, donde
cada uno corresponde a una variable fisica, ya sea cldsica o cudntica, del sistema. Este conjunto
de procesos se denotara como W (S) = {Q;,i € I} donde el indice i pertenece al conjunto de
variables fisicas I caracteristicas del sistema S. Las propiedades cinemadticas del sistema S se
podran expresar como relaciones entre los procesos (); pertenecientes a W (.S). Los resultados
de estos procesos de adquisicion de informacidn sobre el sistema se puede representar como

una cadena de valores binarios, entre 0 y 1

(61,62,63,...) (231)

codificando la informacién que un observador O puede obtener del sistema S de manera binaria.

Estos procesos de adquisicion de informacién se tratan de mediciones sobre un sistema
cuantico, es decir, una proyeccion sobre un subconjunto lineal del espacio de Hilbert de dicho
sistema. Por analogia, 1V (S) corresponde al conjunto de observables del sistema, de acuerdo
con la definicion algebraica de sistema como familia de observables.

La reconstruccion relacional de la Mecanica Cudntica se basard en dos postulados:

Postulado 1. Existe una cantidad mdxima de informacion relevante que se puede extraer de un

sistema, por lo que es posible dar una descripcién completa de dicho sistema.

Es decir, cualquier prediccién que se puede hacer sobre un sistema maés alla de un conjunto

de observables 2.31, se puede inferir de un subconjunto finito

s=ler,...,en] (2.32)
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de 2.31, donde N es el nimero de caracteristicas del sistema S. Considerando que el sistema S se
encuentra sobre un espacio de Hilbert finito, podemos entender N como la capacidad mdxima
de informacion del sistema, o formalmente, como el nimero entero mas pequefio que cumpla

N > logyk donde k es la dimension del espacio de Hilbert del sistema S.

Postulado 2. Siempre es posible adquirir nueva informacién sobre un sistema.

Dado que la cantidad de informacién que O puede extraer de S es limitada por el primer
postulado, cuando se obtiene nueva informacion sobre el sistema, parte de la antigua se debe
de perder, sin exceder el nimero total de caracteristicas N. A partir de estos dos postulados se

puede reformular el formalismo de la Mecéanica Cuéntica.

Aplicando el primer postulado, si existe una méxima cantidad de informacién que puede
ser extraida de un sistema, podemos seleccionar dentro del conjunto W (S) un subconjunto
llamado c tal que ¢ = @);, 7, IV, independientes entre ellos. La forma genérica del conjunto de

respuestas obtenidas de las mediciones codificadas en ¢ se puede expresar como
Se = le1, ..., enle (2.33)

donde pueden existir 2V = K configuraciones posibles. Por tanto para distintas mediciones se

pueden codificar los resultados como :

st =10,...,0],
sz:[O,. 1]
s =11,...,1].

Cada una de estas respuestas provienen de una ’pregunta’ o procesos de adquisicion de infor-
macion al que se puede llamar Q. Al considerar todas las posibles uniones del conjunto de
mediciones )’ se construye un dlgebra booleana con un nimero Q’, de dtomos o, llamandolo

de una forma més conocida, una familia de subconjuntos lineales de un espacio de Hilbert.

El segundo postulado implica que siempre pueden existir mediciones indeterminadas para
un mismo sistema. Por tanto, se podra definir la probabilidad de obtener en una medicion de
Q un cantidad de informacién s’ como p(Q, Qg)). Dadas dos familias de informacién s, y s,

podemos definir una probabilidad como

P =p(Ql", Q) (2.34)
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siendo p¥ una matriz de orden 2"V x 2"V normalizada, es decir
0>pY>1 (2.35)
Por tanto, si sg pertenece a la informacién del sistema, podemos encontrar un valor de 3?, tal
dopi=> pl=1 (2.36)
i J

(J) (Z))

que

() (]))

donde asumimos que p(Q); La condicion para satisfacer estas restric-

= p(Q¢
ClOl’leS N traduce en

p = U] (2.37)
donde U es una matriz unitaria. Esta definicion lleva a un tercer postulado

Postulado 3. Si ¢ y b definen dos conjuntos completos de informacion, la matriz unitaria U,

se puede elegir como

p(QY, QW) = Ui’ (2.38)

de tal forma que, para todo ¢, by d se cumple que U.q = U U,y cuya probabilidad sigue la

férmula
» b(cd)b __ ‘Uchbc UdbUbd|2 (2.39)

Por tanto, se puede expresar cualquier () en un espacio complejo de Hilbert, fijando una
base |Q((f)> en dicho espacio, y expresando cualquier otra medicion |Q£j )> como combinacion
lineal de la base elegida

Q) => 0,719 (2.40)
i
Las matrices U}’ actiian como cambios de base unitarios de 10 ala base |Qéj ).

Sabiendo que el conjunto W (.S) se puede expresar como un conjunto de subespacios linea-
les de un espacio de Hilbert y asumiendo simetria temporal, el conjunto de mediciones en t,
debe de ser isomorfico al conjunto de mediciones en ¢;. Por tanto, la estructura de subespacios
no se debe de alterar al evolucionar con el tiempo, por lo que debe de existir una transformacién

unitaria U (ty — ¢;) tal que

Q(ta) = Ulta — t))Q(t)U ™ (t2 — t) (2.41)

donde U(ty — t;) tiene la forma U(ty — t1) = exp{—i(ts — t;)H}, siendo H el operador

Hamiltoniano.
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Solucion a los problemas de la ecuacion de onda

Como se ha formulado, la Mecédnica Cudntica Relacional plantea una Teoria Cudntica com-
pleta sin considerar en ningin momento el concepto de funcién de onda v planteada por
Schrodinger [14, 15]. Al eliminar este concepto, también se eliminan los diferentes proble-
mas ontolégicos que generaba su existencia. Recuperando los problemas ya mencionados en la

seccion 2, las soluciones que propone esta nueva interpretacion se pueden resumir como:

= El estado cudntico de dos particulas se puede expresar como la superposicién de me-
diciones sobre caracteristicas comunes entre las dos, pudiendo aplicar cambios de base

para conocer la informacién que comparten las dos particulas.

= Al no suponer ningin comportamiento previo del sistema fisico, la discretizacion de
la energia puede ser elegida como una caracteristica medible del sistema con cohesién
dentro de la teoria.

= El problema de la medida desaparece ya que la medicidn, a pesar de realizarse de ma-
nera instantdanea, es completamente probabilistica, modificindose dicha probabilidad al

evolucionar con el tiempo y al realizar mediciones sobre el sistema.

Esta nueva reformulacion ha sido muy util en el desarrollo de la Teoria Cuantica de la
Informacién, sobre todo en el desarrollo de los formalismos para el cambio de sistemas de
referencia en experimentos cudnticos, como se ha podido comprobar con el experimento del
amigo de Wigner. Habiendo establecido este marco desde el punto de vista cudntico, el pro-
cedimiento para cuantizar un sistema relativista debe de poder traducir los sistemas clasicos a
esta nueva perspectiva. Ya que el procedimiento de cuantizacion suele transformar los sistemas
clasicos a cuanticos y no al revés, una vez teniendo claro la traduccién cuéntica que debemos a
la que debemos llegar, es necesario formular las herramientas necesarias desde la Relatividad

General, para definir correctamente el proceso de cuantizacion.
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Capitulo 3

Teoria Gauge y Observables Canénicos

La Relatividad General es una teoria que reformul6 nuestra comprension de la gravedad.
En lugar de describirla como una fuerza que actda a distancia, como hacia Newton, Einstein
propuso que lo que entendemos como gravedad es el resultado de la curvatura del espacio-
tiempo causada por la presencia de masa y energia. Esta idea se representa mateméaticamente a
través del tensor métrico g,,,, , que determina como medimos distancias y tiempos entre eventos
[16].

Sin embargo, ademaés de esta formulacién geométrica, la Relatividad General puede enten-
derse también como una teoria gauge. En fisica, una teoria gauge es aquella que posee simetrias
locales: las leyes fisicas permanecen invariantes aunque cambiemos ciertas cantidades de for-
ma local en el espacio-tiempo. En el caso del electromagnetismo, esto se traduce en que el
potencial puede cambiar sin que el campo fisico (eléctrico o magnético) lo haga. En Relativi-
dad General, la simetria gauge estd dada por las difeomorfismos: transformaciones suaves de
las coordenadas que no cambian las observables fisicas [17].

Mas atn, si se reformula la teoria en un marco mas cercano al de las teorias de Yang—Mills,
como ocurre en el formalismo de tetrads, puede describirse la gravedad como una teoria gauge
del grupo de Lorentz local SO(3,1) [18]. Esta formulacién es particularmente ttil cuando se
intenta cuantizar la gravedad, ya que permite emplear técnicas similares a las utilizadas en
fisica de particulas.

Este enfoque gauge de la Relatividad General es también fundamental para teorias como la
Gravedad Cuantica de Bucles, donde el espacio-tiempo se reconstruye a partir de variables de

conexion y estructuras discretas como los bucles de Wilson o las redes de espines [19].

Observables Candnicos. Restricciones Primarias y Secundarias

Cualquier variable fisica que consideremos un observable debe de comportarse invarian-
te al gauge empleado. Una teoria gauge es aquella en la que las variables dindmicas de un
sistema se entienden respecto a un sistema de referencia arbitrario en el tiempo. Es decir, un
observable fisico es aquel que es independiente del sistema de referencia elegido. Debido a
la eleccion arbitraria en el tiempo del sistema de referencia, las soluciones de las ecuaciones
del movimiento del sistema en una teoria gauge contendrd funciones arbitrarias del tiempo.

Estas funciones arbitrarias del tiempo establecen relaciones entre los observables del sistema,
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conocidos formalmente como variables candnicas. Estas relaciones entre observables se deno-
minan ’constraints’ o restricciones del sistema. Por tanto, podemos definir un sistema gauge

[20] como un sistema cuyo Hamiltoniano se encuentra restringido.

Para estudiar la dindmica de un sistema gauge [21], se debe de partir del principio de accion

Lagrangiano del sistema

t2
SL:/TL@@Mt (3.1)
t

1

Esta accion tiene la caracteristica fundamental de ser estacionaria para una variacion dq™(t)
de una variable del Lagrangiano ¢"(n = 1,...,N) la cual se anula en los puntos ¢; y t5. Las

condiciones esenciales para que dicha accion sea estacionaria serdn las ecuaciones de Euler-

Lagrange
d (0L oL
dt (aqn) o~ T G2
o L 9L s 0°L
(" = o = 3.3)

La forma de las ecuaciones de Euler-Lagrange definirdn si existen grados de libertad tras
fijar el gauge del sistema. Para que un sistema tenga grados de libertad con respecto al gauge,
0L

agn’ agn

la condicién fundamental viene dada por la ecuacion 3.3 si el término es 0, ya que en

este caso, la ecuacion del movimiento podrd depender del tiempo.

Una vez definida la condicion fundamental del Lagrangiano para un sistema gauge, pode-
mos ver como se comporta un sistema de este tipo en el formalismo Hamiltoniano. La primera
definicion necesaria de un Hamiltoniano en una teoria gauge es definir el momento candnico

del sistema como
oL

Pn

Al definir asi el momento no se comporta como una cantidad independiente, sino que genera

relaciones con la variable candnica de la posicion del tipo

om(q,p) =0, m=1,....M (3.5)

donde ¢ es una funcién cualquiera dependiente de las variables g y p. Este tipo de relaciones
se conocen restricciones primarias ya que surgen sin tener en cuenta las ecuaciones del mo-
vimiento y no restringen los valores que pueden adquirir las posiciones ¢" o las velocidades
q".

La condicién 3.5 define una regién (un submanifold) dentro del espacio de fases conocido
como superficie de la primera restriccién cuya dimension serd 2N — M, dependiendo del rango

de la matriz 9*L/0¢"0¢™ donde se encontrardn todas las funciones que cumplan la restriccién



CAPITULO 3. TEORIA GAUGE Y OBSERVABLES CANONICOS 20

primaria.A partir de esta definicién del momento candnico podemos definir el Hamiltoniano
canonico H como
H={q"p,—L (3.6)

donde H es funcion de las posiciones y las velocidades, sin embargo, la relacion con las veloci-
dades ¢" se encuentran dentro de la definicion del momento p(q, ¢). Al evaluar un cambio 6 H
inducido por una variacion arbitraria en las posiciones o velocidades tenemos que

0H = ¢"opn + 6¢"pp, — (5q'"a—,L — (5q”8—L = q"0p, — 5q"a—L (3.7

" dq" dq"

donde se puede intuir que el Hamiltoniano no solo se define a partir de funciones de p y ¢
sino que, para preservar la primera restricciéon ¢,, ~ 0 (donde el simbolo ~ se refiere a una
igualdad debil, una igualdad que solamente se cumple en la superficie de la primera restriccion),
las variaciones dp,, se expresan como funciones de g y ¢. Al obligar a cumplir dicha condicién
se obliga al Hamiltoniano candnico a estar solo bien definido sobre el submanifold generado

por la primera restricciéon. La ecuacion 3.5 se podrd reescribir como

OH oL\ ., (O0H B
(a—wa—w)5q+(a—pn‘Q>5”"—“ G:8)

A partir de esta igualdad, podemos escribir la velocidad candnica ¢" en funcién de la pri-

mera restriccion como

_OH  mO%m
- opr Opn,

Esta expresion nos permite escribir las velocidades ¢" en funcién de los momentos p,, y

n

q

3.9

una serie de pardmetros externos u™ que se refieren a la transformacion de las coordenadas del
espacio de p al espacio de velocidades ¢. Por tanto, si definimos las transformadas de Legendre

de un espacio (¢, ¢) a una superficie ¢,,(q, p) = 0 como

" =q",
Pn = 5:(4:9), (3.10)
u™ =u"(q,q),

y su transformacion inversa entre espacios de la misma dimension se definird

q"=q",
§ = gTHjLum% (3.11)
ém(q,p) =0,

A partir de la expresion de las velocidades candnicas 3.9 podemos escribir el Lagrangiano
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original en funcién del Hamiltoniano

oH Opm,
"= ——4u" 3.12
S 612
aH C m
P = — g — " (3.13)
oq"
Pm(q,p) =0 (3.14)
Estas ecuaciones de Hamilton también se pueden derivar del principio variacional
to
5/ (§"ppn — H—u"¢y) =0 (3.15)
t1

para variaciones arbitrarias 6¢”,0p,,, 0u,,. Las nuevas variables u"* se conocen como multipli-

cadores de Lagrange, forzando que se cumpla la restriccion 3.5.

Las ecuaciones del movimiento que se derivan del principio variacional se pueden escribir

como

F = [F, H] + u"[F, ¢ (3.16)
donde F'(q,p) es una funcion arbitraria de las variables candnicas y los corchetes de Poisson

tienen la forma habitual

OF 0G  0F 0G

F Q=222 _ .
£ dq' dp;  Op; O¢°

(3.17)

Restricciones de Primera y Segunda Clase

Al aplicar el formalismo Hamiltoniano se pueden clasificar las restricciones o, siendo mas
precisos, las funciones definidas en el espacio de fases en restricciones de primera clase o de
segunda clase [22].

Una funcién F'(q, p) de primera clase es aquella en la que el corchete de Poisson con todas
las restricciones del Hamiltoniano se vuelve 0 en la superficie restringida

[F.¢]~0, j=1,...,J (3.18)

siendo el corchete de Poisson de la forma

_OFOG  OF 0G

O = 5g ap ~ opnag

(3.19)

Un funcidén F serd de segunda clase si existe al menos una restriccion cuyos corchetes de
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Poisson no desaparezcan en la superficie restringida, es decir,
[F, o] 2 0, k=1,....K (3.20)

A partir de la definicioén de las funciones de primera clase, podemos definir el Hamiltoniano
total como la suma del Hamiltoniano de primera clase H' vy las restricciones de primera clase

primarias multiplicadas por un coeficiente arbitrario

Hr = H + 0%, (3.21)
H =H+U", (3.22)
Ga = Vam(bm (3.23)

donde U™ y V'™ vienen de las restricciones impuestas sobre los multiplicadores de Lagrange

u™ como soluciones de

[0, H] +u™ [, pm] = 0 (3.24)

V™ pj, om] = 0
Esta definicién del Hamiltoniano total y la aparicién de funciones arbitrarias v® nos indica
que pueden existir mds de un conjunto de variables canonicas que puedan definir un estado
fisico. Un conjunto de variables candnicas en un tiempo ¢; definen completamente un estado
fisico en ese momento, por lo que sus ecuaciones del movimiento deberian de determinar com-
pletamente el estado fisico del sistema en otros tiempos. Sin embargo, dado que los coeficiente
v® son funciones arbitrarias del tiempo, el valor de los observables candnicos en un tiempo ¢

dependerd de la eleccion de estas funciones en el intervalo ¢ < .

Para un tiempo ¢, = t; + 6t, la diferencia entre las variables dindmicas del sistema tras

elegir dos valores arbitrarios distintos v*,0* durante un tiempo ¢; toma la forma

OF = 0v® [F, ¢g] (3.25)
siendo Jv* = (v* — 0%)dt. Esta variacion se conoce como fransformacion gauge. Podemos
decir entonces que toda restriccion de primera clase generard transformaciones gauge.

A partir de la aplicacion del principio variacional en 3.15 podemos definir la accién Einstein-
Hilbert de la forma
St = / (pnd™ — H — u™y,) dt (3.26)

donde el término u™),, puede incluir tanto las restricciones primarias o todas las posibles

restricciones del sistema.
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Gauge Canonico

La presencia de restricciones de primer nivel permite la existencia de mds de un conjunto
de observables canonicos que corresponden a un mismo estado fisico. Habitualmente, se sue-
le eliminar estos conjuntos extra imponiendo mds restricciones sobre las variables candnicas
para conseguir una correspodencia uno a uno entre conjuntos de variables candnicas y estados

fisicos. Para un conjunto de variables candnicas
Colq,p) = 0 (3.27)

existen dos condiciones gauge que siempre se deben cumplir:

= El gauge escogido debe de ser accesible. Es decir, dado un conjunto de variables candni-
cas debe de existir una transformacion que sea capaz de transformar un conjunto de
variables g y p a otro conjunto que satisfaga la condicién 3.27. Esta transformacién se
obtiene a partir de transformaciones infinitesimales de la forma du®[F,v,], siendo 7, la

restriccion primaria aplicada al sistema.

Esta condicion garantiza que 3.27 no afecta a las propiedades fisicas invariantes gauge que

contienen la informacion fisica del sistema., tan solo restringe los grados de libertad del gauge.

= La condicién 3.27 debe de fijar completamente el gauge. Es decir, no debe de existir
ningun otra transformacién gauge mas que la identidad que cumpla 3.27. Dicho de otra

forma, la ecuacién
du[Ch,Ya] = 0 (3.28)

implica que
ou® =0 (3.29)

Estas dos condiciones definen que, para fijar completamente el gauge, el nimero de con-
diciones gauge debe de ser igual al nimero de restricciones de primera clase independientes
entre ellas.

Tras fijar completamente el gauge, las restricciones de primera clase desaparecen, dejando
solamente las restricciones de segunda clase. Asi, conseguimos una teoria libre de restricciones
en el sentido de que las restricciones que aparezcan se consideran relaciones entre variables
dinamicas del sistema (en Mecanica Cudntica, un ejemplo son los operadores, como la ecuacién

de Schrodinger).
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Capitulo 4
Formalismos Hamiltonianos

Formalismo ADM (3+1)

El formalismo ADM reformula la relatividad general en términos hamiltonianos sobre una
“foliacion’ 3+1 del espacio-tiempo, lo que es fundamental para enfoques de cuantizacién. En
este esquema se supone que el espacio-tiempo se descompone en una familia de hypersuperfi-
cies espaciales YJ; de tiempo constante ¢, coordinadas por (x?). Las variables dindmicas canéni-
cas son la métrica espacial g;;(t, 2*) en cada hipersuperficie y su momento conjugado 7 (¢, z¥).
Este formalismo, originado por Arnowitt, Deser y Misner en los afios 60, es clave tanto en la

rama de la Relatividad Numérica como en Gravedad Cuantica [23].

Figura 4.1: Esquema de foliacién del espacio tiempo.

Paralelo al trabajo de Einstein, Hilbert postulo el principio variacional para la teoria de la

gravedad expresando la accién como
5= / ey gR (@.1)

donde la densidad Lagrangiana es dada por £ = /—gR, donde g es el determinante del tensor
métrico y R es la curvatura escalar. En esta expresion, la accién S depende explicitamente del
tensor métrico S = S[g,.], es decir, la accion debe cambiar en funcién de las componentes

del tensor g, para poder obtener las ecuaciones del movimiento. Al hacer dicha variacion e
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igualando a cero se llega a las ecuaciones de Einstein para el movimiento en el vacio
12 1 v
R* — éRg“ =0 4.2)

A partir de esta definicién de la accidn, para construir una teoria Hamiltoniana es necesario
formular el momento candnico conjugado del tensor métrico tomando las derivadas parciales de
la densidad Lagrangiana £ con respecto a las velocidades. Para ello, es necesario priorizar una
de las variables, en este caso el tiempo, para poder definir dichas velocidades. Al priorizar el
tiempo se divide el espacio-tiempo en xy = c franjas, donde una de estas franjas conforma una
hipersuperficie tridimensional con una métrica positiva bien definida en ella. Si consideramos
por tanto el espacio-tiempo como una coleccion de estas franjas etiquetadas por un nimero
t, podemos entender la evolucion de un sistema como el paso de una hipersuperficie a otra
cambiando el parametro 7. Al dotar cada hipersuperficie con una métrica tridimensional -;;
determinada por las divisiones en el espacio-tiempo, es posible considerar dicha métrica una
variable en funcién del pardmetro ¢ de cada hipersuperficie, es decir, +;;(¢) mientras evoluciona

en funcidn de t como otra variable dindmica mas del sistema.

Para reconstruir totalmente el comportamiento de g,,,,, a partir de las 6 componentes que for-
man 7y;; en un espacio tridimensional se necesitan otras 4 componentes para obtener el mismo
numero que tendria g, en un espacio cuadrimensional. Estas nuevas variables seran la funcién
Lapso de un intervalo entre hipersuperficies, denominada «; y una serie de funciones Despla-
zamiento espacial N* que hacen referencia al desplazamiento de un mismo punto al cambiar

entre hipersuperficies sucesivas.

Podemos construir la densidad Hamiltoniana H a partir de la nueva definicién de la densi-

dad Lagrangiana £, definiendo el momento canénico conjugado de 7;; como

T = —
9%ij

(4.3)
y realizando la transformada de Legendre para todas las variables dindmicas y sus momentos
H =%~ L (4.4)
donde esta densidad Hamiltoniana toma la forma
H = aHo + FH, (45

A partir de este formalismo las restricciones impuestas en Relatividad General como las
variables que intervienen toman una nueva forma. Tenemos cuatro restricciones consecuencia

directa de la forma de la densidad Lagrangiana, es decir, los momentos conjugados de las cuatro
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variables, o y 3°. Los momentos conjugados se definen como

o
N,

pr

(4.6)

Esta descomposicion separa la geometria del espacio-tiempo en una evolucién temporal
de hipersuperficies espaciales tridimensionales, lo que permite expresar la relatividad general
como una teoria de evolucién dindmica en el tiempo, con una métrica espacial y su momento
conjugado como variables fundamentales.

Sin embargo, el formalismo ADM presenta ciertas limitaciones al intentar cuantizar la gra-
vedad (como se verd méas adelante con la cuantizacién propuesta por DeWitt), en particular
por la forma tan complicada que presentan las restricciones sobre el Hamiltoniano. Para abor-
dar estos desafios, se recurre al formalismo de Palatini, en el cual la métrica y la conexion se
reformulan en base a los tetrads como variables independientes.

Es precisamente en este contexto que surgen las variables de Ashtekar, una reformulacion
del formalismo candnico de la gravedad basada en una conexién (compleja o real, dependiendo
de la version) sobre el grupo SU(2). Estas variables provienen de una versién modificada del
formalismo de Palatini, permitiendo una descripcion mds sencilla de las restricciones.

Asi, el puente entre los formalismo ADM vy el desarrollado por Ashtekar parte de la refor-
mulacion candnica de la relatividad general: partimos de la descomposicion 3+1 para obtener
una descripcion hamiltoniana (ADM), la generalizamos con el formalismo de Palatini, y final-
mente se introducen las variables de Ashtekar que reexpresan la dindmica gravitacional como

una teoria gauge mas manejable para la cuantizacion.
Formalismo de Palatini

Los tetrads (o triads dependiendo de las dimensiones), son una herramienta matematica
que permite geometrias alternativas pero equivalentes a las métricas [24]. Consideremos M,
un manifold difeomorfo de n dimensiones orientads con respecto a R™. Fisicamente, podemos
considerar M como un pequeio conjunto del eespacio-tiempo, por lo que se podria definir un
manifold tangente a R, nombrado como 7M. TM se puede trivializar, es decir, descomponer

en el producto directo de M y R" de tal forma que

e: M xR"—=TM

4.7
{p} xR" — T,M @

el TM — M xR® (4.8)

A esta trivializacion se le conoce como campo de marco ya que, para cada punto p € M
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transforma la base de R" (en el caso de la Relatividad General, el espacio de Minkowski), a una
base de vectores tangentes a p, también llamado marco. Si M fuese un manifold tridimensional,
entonces al campo de marco de M se le conoce como triad; si M es cuatrimensional, entonces

el campo de marco de M seria un fetrad.

Consideremos un espacio Lorentziano n-dimensional. En este espacio, una seccion M x R"

se entiende como una funcién evaluada en R" sobre M, por lo que, para cualquier punto p € M,

existe una base de secciones &, . . ., &,:
50(]7) = (1707 )
fl(p) = (07 17 )

4.9)

&.(p) = (0,0,...,1)

Podemos etiquetar cada una de estas secciones como s definiéndose s = s'¢;. De esta manera,
R™ se conoce como espacio interno (los indices escritos en letras latinas maytsculas 7,J,. . . se
utilizan para definir indices internos asociados a cada seccion &; y no ser confundidos con los
indices espacio temporales asociados a d,,). Aplicando el mapa e a las secciones £; obtenemos

una base de campo vectoriales e(£;) sobre M
e(&r) = €70, (4.10)

donde las componentes e¢ son funciones de M.

Dadas dos secciones sy s’ de M x R", se puede definir el producto interno canénico 7(s, )

como
n(s,s") =npss's"” 4.11)

siendo 77y una copia de la métrica de Minkoswki

-1 0 O
o1 0 ---

mr=oL L (4.12)
0 0 0 1

denominada métrica interna.

La funcidn eé se denomina co-campo de marco, por tanto, si M es un manifold tridmensio-
nal, un co-campo de marco sobre M serd un co-triad; y si M es un manifold cuatrimensional,

se le llamara co-tetrad. A partir de estas definiciones se puede definir una métrica g en M en
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términos de los co-campos de marco e como
Gab = (O, Op) = 771J€£62,] 4.13)
se puede definir de la misma forma
n'7edel = g (4.14)

es decir, la forma inversa de la métrica anterior.
Estas expresiones de la métrica indican que los tetrads €? y €’ contienen toda la informa-
cién para construirla, en otras palabras, los tetrads se pueden considerar como la descripcion

fundamental de la geometria del manifold M, siendo la métrica un concepto derivado de éstos.
Conexiones a través de tetrads

Otros de los elementos fundamentales del formalismo de Palatini es la conexion entre M x
R". Haciendo un simil a la definicion de la derivada covariante en Relatividad Genera, podemos

definir la derivacién covariante D de un campo vectorial v/ en M x R" como
I I I,
Dyv' = Vv +w, ;v (4.15)

donde la conexién w!; es el andlogo de la conexién afin I'’,. Aplicando la métrica de Min-

kowski a la definicion de la derivacion covariante obtenemos

Dunrg = —Warg — Waar (4.16)
obligando a que la derivacion covariante se anule D, = 0, se obtiene la relacion
Warg = —WaJr (417)

es decir, la conexioén w, para mantener invariante la métrica de Minkowski debe de ser anti-
simétrica en los indices internos. Si se cumple esta propiedad, se dice que la conexién D en
M x R™ es una conexion de Lorentz; es decir, el transporte en paralelo alrededor de una cur-
va es una transformacién que mantiene el espacio de Minkowski invariante. La conexién w al
aplicarse sobre un campo vectorial v® implica un transporte paralelo infinitesimal v°w’; en la
direccion de v®. Esta accion también se puede redefinir de tal manera que la conexién w, con las
propiedades de simetria necesarias, v*w’ € SO(3, 1), actda en el dlgebra del grupo de Lorentz
SO(3,1).

La derivacion covariante D, mantiene tanto la métrica interna n; ; como la métrica espacio-
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temporal g,,. Sin embargo, para expresar estas propiedades en funcion de tetrads y triads, hace

falta imponer una condicion adicional sobe los co-tetrads para ser covariantes y constantes

why = € Yabns (4.18)

A partir de esta definicion la derivacion covariante de un tetrad es de la forma

I I I J
Daeb — vaeb + wa Jeb
I eI J
= Ve, +e“Valecs)e
= Vaei — ededvae;{

= Vet — Vaer =0

(4.19)

Por tanto, la derivacion covariante D definido por la conexién (7.12) preserva tanto los tetrads

como la métrica espaciotemporal.

Formalismo de Ashtekar

Aligual que en el formalismo ADM se empleaba el tensor métrico ;;, en el formalismo de

triadas se introduce el campo tensorial espacial
e =ef+nng (4.20)

siendo n® el vector normal a las franjas del espacio, n; se define como n; := e¢n, donde e}
es un tetrad. Si este campo cumple €9n, = £%n! = (0 se denomina triad espacial. En esta
formulacién n® = nle? = €2 codificando dentro de ésta la variacién temporal y separdndola
de las espaciales, fijadas en n!. Al referirse solamente a la parte espacial se emplearan letras

minusculas € en la triada.

La definicion del vector normal n® se puede modificar para expresarla en base a la funcién

Lapso N vy las funciones Desplazamiento espacial N del formalismo ADM
n® = N1 (t* — N%) 4.21)

por lo que la triad e en términos de la triad espacial ¢ y los vectores normales se puede escribir
como
€4 =¢e% — N (t* — N%)n; (4.22)
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Variables de conexion Ashtekar-Barbero

A partir de las definiciones anteriores podemos obtener las nuevas variables candnicas.

Definimos el tensor puramente espacial como

po = VI (4.23)

! 818G

Por lo que podemos escribir la variable candnica conjugada de Ejb como

. 1. )
Ay =o€ Wit 4+ Bl (4.24)

Redefiniendo la derivacion covariante D, en funcién de estas componentes

Dv' = Vo' +7bwi jvj = V' —¢ ijifuk (4.25)
donde .
I .= §ei ! (4.26)

conocida como conexion spin.
Se puede escribir el término w? como K := w. Por tanto, la variable canénica conjugada
tendrd la forma
Al =T y K 4.27)

Esta variable se denomina conexion de Ashtekar-Barbero. Esta variable es una conexion so(3)
ya que afiadir una cantidad que actiia como un vector a una conexion da otra conexion.

Se puede escribir la curvatura de dicha conexién como
‘/—-Zb = aaAZ - abAfz + ¢’ klAsAé (4.28)

Las nuevas variables canénicas de la Relatividad General serdn (A}, E?) y preservan los cor-
chetes de Poisson con la forma

{Ef(x), Aj(y)} = 87Go}656(x, y) (4.29)

{E:(x), B} (y)} = {Al(x), Aj(y)} = 0 (4.30)
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Capitulo 5

Cuantizaciones en la teoria canénica de la gravedad

Tras la formulacion de la teoria cuantica de campos por Heisenberg, Pauli, Fock, Dirac y
Jordan en 1937, existi6 numerosos intentos de intentar aplicarla a otros campos de la fisica.
Sin embargo, su aplicacién a una teoria gravitacional presento numerosos problemas debido
a las bases tedricas de la fisica de particulas. Durante muchos afios la ’teoria cudntica de la
gravedad’ qued6 incompleta. No fue hasta 1955 donde, distintos avances en la aplicacion de
las restricciones al campo gravitatorio, permitieron avanzar en el desarrollo de la teoria. Fue
con Wheeler y DeWitt con quienes se formalizd por primera vez la ’teoria canonica de la
gravedad’ [25]. El formalismo de esta teoria servird como ejemplo del gran problema que es la

cuantizacion para la elaboracién de una teoria completa para explicar la gravedad cudntica.

Por convencion, se utilizaran ’unidades absolutas’ i = ¢ = 167G = 1, la convencion de
signos —, +, +, + para la métrica espacio-temporal y las formas de los tensores de Riemann,

de Ricci y el escalar de curvatura como

RT},LVO’ = FTVO’,M - FTuU,V + FpVUFTup - FpuUFT,up (51)
R, =R, (5.2)
R=R', =g¢g"R. (5.3)
donde I'",, , = 0,I'",, y el simbolo de Christoffel I' tiene la forma
g 1 oT ov v
L% = 597 Gurw + Gor = Gus) s Guod™ =9 (5.4)
La teoria candnica descompone el tensor métrico como
—a?+ B85 B
(g;w) = ! ; (55)
Bi Vij

(g“”)z(_a% o ) (5.6)

a 2By — a6
var =8, B =7 (5.7)

donde « es la funcién de intervalo temporal y 3; es la funcion de desplazamiento espacial. A
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partir de esta descomposicion, se puede escribir la densidad Lagrangiana como

L =YRg"? = ay'P(b;b7 — 0" + PR) — 2(v"%0) o + 2(v'/?08" — 4Py ) (5.8)

donde
g=—det(gu) =a’y, v =det(y"), (5.9)
1 o .
bij = 504 1(51'.]' + Bii — Vij0) b =~ kVﬂbkl, b=7"bj (5.10)
siendo f3; ; = D, [3; el diferencial covariante con respecto a la métrica espacial -;;. La cantidad

b;; se conoce como segunda forma fundamental y describe la curvatura de la hipersuperficie
2° = cte, por lo que se suele llamar tensor de curvatura intrinseca en oposicién al tensor de
curvatura extrinseca R;;. En un espacio tiempo plano, R;; depende exclusivamente de b;;, sin
embargo, en un manifold de curvatura arbitraria no es necesario que exista una relacion entre
los dos tensores de curvatura. Las formas contracciones de estos dos tensores )R y bi;jb7 — b
se denominardn curvaturas intrinseca y extrinseca respectivamente. Al eliminar los dos dltimos
términos de la expresion (6.8°) ya que no aportan informacion sobre la dindmica del sistema

obtenemos un Lagrangiano
L= /mlﬂ(szbiﬁ — v+ OR)dPx (5.11)

con la forma tipica de ’energia cinética menos potencial’, donde la curvatura extrinseca cumple
con el rol de la energia cinética y el término negativo de la curvatura intrinseca como la energia
potencial.

La conjugacion del momento con los pardmetros «, 3;, 7;; se denominarén como 7, 7*, 7. Las

restricciones que se imponen por tanto al sistema tendran la forma explicita

=L o (5.12)
50&70
5L
= =0, 5.13
0Bi0 O
N I g g
Lo 9L _ V24— i) (5.14)
5%’;’,0

siendo las dos primeras igualdades las restricciones primarias, las cuales expresan que el La-

grangiano es independiente de las 'velocidades’ a g y 3 pudiendo eliminarlos del Hamilto-
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niano. Por tanto, el Hamiltoniano tendra la forma

H= [(rog) 4 7o+ Trge)d — L (5.15)
= /(710470 + 7' Bi0 + oM + Bix')dPx (5.16)
donde
H = 4 2(byb — b + OR) (5.17)
X' = —2m] = =21 — " (29500 — ) 7" (5.18)

Se pueden imponer sobre H restricciones secundarias o dindmicas las cuales limitan los grados

de libertad y tomando la forma

H =0 (5.19)
X' =0 (5.20)

donde se define el Hamiltoniano restringido. Esta restriccion se puede traducir de la siguiente
manera: para un espacio-tiempo plano, las curvaturas extrinsecas e intrinsecas de cualquiera de

sus hipersuperficies son iguales.

Al aplicar la teoria cuéntica, los corchetes de Poisson promocionan a conmutadores. Esto
implica que las restricciones, tanto primarias como secundarias, no pueden convertirse en ope-
radores, ya que si asi fuera, el Hamiltoniano se anularia para cualquier sistema y no se obtendria
informacion alguna de su dinamica. En vez de promocionar a operadores, estas restricciones se

convierten en condiciones sobre el autovector W:

70 =0, (5.21)
T =0, (5.22)
HY =0, (5.23)
YU =0 (5.24)

A partir de estas ’restricciones cudnticas’ es donde comienzan a surgir los problemas en la
cuantizacién de la gravedad. Consideremos una ecuacion con la forma

, -
= eH e x = (2!, 2%, 2%) (5.25)

CCO
Yi5(2°, %) 7i5(0,x

definiendo asi el operador ;; sobre una hipersuperficie arbitraria con respecto al operador en
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la hipersuperficie 2° = 0.Supongamos que damos valores especificos a los pardmetros o'y f3;
a=1, B =0, (5.26)
por tanto, al aplicar la restriccion HW = 0, se obtiene
HY =0, UIH=0 (5.27)

A esta ecuacion se le conoce como la ecuacion de Wheeler-DeWitt y a partir de ella pode-
mos
Wiy (2, %) 0 = Wy (0, %)W (5.28)

Este resultado nos lleva a un conclusién bastante negativa : dado que los resultados de
cualquier observacion cudntica vienen definidos por los autovalores al aplicar un operador, si
la igualdad anterior se cumple para cualquier operador o producto de operadores, una Teoria
Cuadntica tan solo puede explicar una imagen estatica de la Relatividad General.

Podemos reinterpretar esta ecuacion entendiendola como que, en vez de considerar que el
universo es estdtico, la ecuacion 5.27 nos da la informacion de que las coordenadas del tipo
x# son irrelevantes. El significado fisico de un sistema surge al describir la dindmica intrinseca
de éste, por ello se debe establecer un sistema de coordenadas intrinseco basado tanto en la
geometria como en las estructuras que forman el universo. Al hacer esta suposicion debemos

de distinguir dos casos de estudio:

= Regiones infinitas asintéticamente planas : Un caso de sistema de coordenadas para este
caso seria la métrica de Minkoswki, ya que aporta relevancia fisica a las coordenadas en

el infinito asumiendo simetria basada en los grupos de Poincaré.

= Regiones finitas : En este caso las restricciones del sistema definen completamente la

geometria de la mecénica del sistema.

Es este segundo tipo el que es de interés para la construccion de una mecdnica cudntica
relativista y el que lleva al problema del tiempo.
Para considerar las restricciones impuestas consistentes, los conmutadores de éstos no deben de
producir nuevas restricciones. Las relaciones de conmutacion entre los observables candnicos

S€ expresan Como
o] =id(x,x), |Gl =il ] = dl (5.29)

Las restricciones primarias conmutan entre ellas y con las secundarias, por lo que son con-

sistentes. Al estudiar el caso de la restriccién secundaria x, definido como x; = ;;X?, se puede
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utilizar su propiedad de homogeneidad bilineal con las restricciones primarias v;; y 7/ para

escribir su conmutador como

[%’j, i/Xk/éfde»’U/] = —%;j,k(SXk - 7kj5Xf€i - %’k5f,kj (5.30)

El resultado de estos conmutadores demuestran que, bajo cambios infinitesimales en las
coordenadas de la forma z* = z' + ¢, los cambios sobre funciones de v;; 0 7/ surgen por
conmutacién con ¢ [ x;6§'d>x, es decir, no dependen explicitamente de . Por tanto, podemos

escribir los conmutadores de las restricciones dinamicas como
- . k)// 3 17
X, X7 = —Z/Xkuc pd’T (5.32)

donde c tiene la forma

1

oy = 8y = 0 (539
Estas definiciones llevan a la formula
xi, H'] = iHO ,;(x, x') (5.34)

Al definir de esta manera los conmutadores de las restricciones secundarias no surgen nuevas

restricciones y, por tanto, son consistentes.



CAPITULO 6. EL PROBLEMA DEL TIEMPO Y LA SOLUCION COVARIANTE 36

Capitulo 6

El problema del tiempo y la solucion covariante

Como se ha podido comprobar, la desaparicion del Hamiltoniano y del tiempo al aplicar
los observables candnicos a la mecédnica cudntica hace imposible una descripciéon dindmica
de ningln sistema. A este hecho se le llama ’problema del tiempo’ y es una de la mayores
dificultades a la hora de elaborar una teoria cudntica de la gravedad [11, 26]. Como ya se ha
visto, uno de los principales puntos de este problema es la desaparicion de la evolucion temporal
del Hamiltoniano, sin embargo, de este hecho surgen otros dos grandes problemas a la hora de
aplicar una teoria cudntica a un marco relativista.

Para establecer una teoria cuéntica es necesario definir un producto interno en el espacio
de fases para poder obtener las amplitudes de probabilidad y poder normalizarlas. No obstante,
al intentar resolver la ecuacién de Wheeler-DeWitt 5.27 se deberia de obtener una solucion
que defina un espacio {|¢,[7])} de estados fisicos posibles que dependen solo de la métrica
espacial v;;. Sin embargo, esta métrica estd definida para un tiempo # concreto, o mejor dicho,
para una franja temporal ) _,, como propone el formalismo ADM. Sin embargo, al intentar
definir el producto interno con la forma (¢,|1¢3) para dos funciones de onda en el mismo
tiempo, es imposible ya que tanto el tiempo ¢ como la franja temporal ), desaparecen al
aplicar el Hamiltoniano, por lo que no existe ningin trasfondo espacio-tiempo para el que el
mismo tiempo tenga sentido.

Matemadticamente, este problema surge al definir el producto interno como

(baltha) = / [dgtInlesla 6.1)

Para que la definicion fuese correcta, esta expresion deberia de divergir, ya que la métrica
~i; representa distintas configuraciones fisicas, definidas como franjas temporales que difie-
ren unas de otras por sus cambios de coordenadas. Sin embargo, la restriccién impuesta sobre
el Hamiltoniano genera deformaciones en estas superficies temporales, modificindolas y ex-
cluyendo a la métrica de estas. Este hecho se podria solucionar fijando el gauge del producto
interno para que la métrica -;; tratara cada franja temporal de manera individual. Sin embargo,
en la préctica esto resulta imposible ya que no se puede definir una divisién temporal absoluta
que tenga sentido para cualquier espacio-tiempo.

Otro de los grandes problemas que surgen junto al problema del tiempo y un elemento

fundamental para establecer un teoria cudntica es la definicién de un conjunto de observables,
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una serie de operadores hermiticos que definan los estados fisicos. Supongamos un estado fisico
|1)) que obedezca la ecuacion de Wheeler-DeWitt, y un operador O. Para que O sea capaz de

definir un estado, se debe de cumplir que OH |1) = 0, 1o que lleva a
[H, O] —0 (6.2)

Este tipo de operadores existen, sin embargo, en su definicién no se aseguran que sean no
locales. Mas que un problema técnico, éste es un problema conceptual al definir las posibles
estructuras causales en una teoria cudntica de la gravedad. En Teoria Cudntica de Campos la
estructura causal del espacio-tiempo debe de cumplir obligatoriamente la condicién de *micro-

causalidad’, es decir,
[Ol (x), OQ(x')] =0 si los puntos x y 2’ estdn separados en el espacio-tiempo.  (6.3)

Sin embargo, esta separacion viene definida por la métrica y, como ya hemos visto, ésta
desaparece en una teoria cudntica de la gravedad.

Ademas, suponiendo que se cumple la relacion 6.2, implica que la imagen de Heisenberg
en una teoria cudntica de la gravedad también se encuentra ’congelada’ en el tiempo, al igual
que la imagen de Schrodinger. Se podria definir la ecuaciéon de movimiento en la imagen de

Heisenberg para un operador fisico O como

dO i
— == =0 6.4
i =i l7) 64
A partir de este problema se han postulado diferentes aproximaciones en la elaboracién de una

teoria cudntica de la gravedad [27, 28].

1. El primer tipo de solucion es aquella en la que se identifica un tiempo interno en funcién
de las variables canodnicas, aplicando las restricciones candnicas antes de cuantizar el

sistema.

2. El segundo tipo de solucion actia de manera contraria a la primera, se establecen las
restricciones sobre el sistema cudntico como restricciones sobre los posibles autovecto-
res, definiendo el tiempo después de aplicar estas restricciones. Los estados se definen en

funcién de la métrica |¢[y]) y son las soluciones a la ecuacién (6.27).

3. El tercer tipo de solucién busca mantener la naturaleza atemporal que surge de aplicar las
restricciones. A partir de la aplicacion de las restricciones como en el segundo método y
diferentes herramientas matemadticas, es posible definir una teoria cudntica sin hacer refe-

rencia explicita al tiempo, entendiéndolo como un elemento puramente fenomenoldgico.
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Aproximaciones al problema del tiempo

Tempus ante quantum

La interpretacion interna de Schrodinger. Las coordenadas temporales y espaciales se con-
sideran funciones de las variables candnicas y se separan de los grados de libertad del sistema
a partir de transformaciones canonicas. Las restricciones se resuelven cldsicamente para el mo-
mento conjugando de dichas variables, mientras que el resto de las variables fisicas del campo
gravitacional que no han sido fijadas por el gauge’ se cuantizan de la manera habitual, dando
lugar a una ecuacion de Schrodinger para estas variables.

Relojes de materia y fluidos de referencia. Esta es una extension de la interpretacion anterior
en la que las variables materiales unido a la geometria se utilizan para etiquetar los eventos en
el espacio-tiempo. Estas nuevas variables se introducen en el formalismo de tal manera que
facilitan la implementacion de las restricciones que llevan a la formulacién de la ecuacion de
Schrodinger.

Gravedad unimodular. Esta aproximacion es una modificacion de la Relatividad General en
la que la constante cosmoldgica A se considera una variable dindmica. El "tiempo cosmolégico’
se identifica como la variable conjugada de A y la ecuacién de Schrodinger se formula a partir
de este tiempo.

Tempus post quantum

La interpretacion de Klein-Gordon. La ecuacién de Wheeler-DeWitt (6.27) se considera
una version andloga de la ecuacion de Klein-Gordon en una dimension infinita para una particu-
la relativista moviéndose en un geometria fija. La interpretacion probabilistica de la teoria se
basa en encontrar un subespacio de soluciones para la ecuacion de Wheeler-DeWitt para el que
la norma de Klein-Gordon’ tenga valor positivo.

Tercera Cuantizacion. En esta interpretacion se promocionan las soluciones [¢[v]) para la
ecuacion de Wheeler-DeWitt a operadores para solucionar el problema de la indeterminacion
del producto escalar en la interpretacion de Klein-Gordon. Esta aproximacion se puede entender
como una segunda cuantizacién de la particula relativista cuyos estados son descritos por la
ecuacion de Klein-Gordon.

Interpretacion semi-cldsica. En esta interpretacion el tiempo solo adquiere importancia solo
en algunos limites semiclasicos de la teoria basada en la ecuacion de Wheeler-DeWitt. Se apro-
xima la ecuacién de Wheeler-DeWitt a la ecuacion tipica de Schrodinger en la que la variable

del tiempo sale fuera de |¢)[y]), donde surge el carécter probabilistico de los estados fisicos.
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Tempus nihil est

Interpretacion 'ingenua’ de Schridinger. El cuadrado [[¢) [y]]” de la solucién de la ecua-
cion de Wheeler-DeWitt se interpreta como la densidad de probabilidad de encontrar un hiper-
superficie espacial dentro del manifold espaciotemporal M, utilizado como base en Relatividad
General, cuya geometria sea . El tiempo surge como una coordenada interna dentro de la geo-
metria y se representa como un operador al cuantizar la geometria completa.

Interpretacion de la probabilidad condicionada. Esta aproximacion es un refinamiento de
la interpretacion anterior cuya caracteristica principal es el uso de probabilidades condiciona-
das como resultado de un par de observables A y B., lo que es una modificacion directa del
formalismo cudntico habitual. En ciertos casos una de estas dos variables se puede considerar
que define un instante temporal (funcionando como un reloj reloj fisico) en el que se mide la
otra variable. Por tanto, la evolucion dindmica del sistema siempre se describe con respecto a
la dependencia de las probabilidades condicionadas de las variables que actian como relojes
internos.

Aproximacion de la consistencia historica. En esta interpretacion se reinterpreta la teoria
cuantica habitual sin la interpretacion de Copenhagen. Esta reinterpretacion se basa en la defi-
nicién de un ’historia’ del sistema, en la que no se referencia en ningiin momento el concepto
de tiempo. En la actualidad, esta interpretacion busca el uso de integrales funcionales aplicados
a los campos espacio-tiempo que se encuentren bien definidas en la ausencia de los espacios de
Hilbert convencionales.

Formalismo del tiempo ’congelado’. La base de este formalismo es la declaracién de que
los observables en una teoria cudntica de la gravedad son operadores que conmutan con todas
las restricciones impuestas sobre el sistema y son, por tanto, constantes del movimiento. Es
este tipo de aproximacion hacia el problema del tiempo la que utilizard la Gravedad Cudntica

de Bucles.
Aproximacion covariante a la cuantizacion canonica

Una posible respuesta a este dilema es ofrecida por la cuantizacidn candnica covariante
[6], también conocida como el enfoque relacional o de historias completas. En lugar de buscar
una evolucion respecto a un pardmetro temporal, esta aproximacion propone que la fisica se
describe enteramente mediante relaciones entre observables fisicos. En particular, se centra
en la construccion de observables Dirac (invariantes bajo las simetrias gauge, incluidas en las
reparametrizaciones temporales) y en su correlacion: en vez de decir que ’el sistema evoluciona
en el tiempo ¢’, se dice que "cuando el observable 7" toma el valor ¢, el observable O toma el

valor o’.
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Este enfoque permite reinterpretar la dindmica en términos de evolucidn interna o tiempo
relacional, donde un grado de libertad actia como un reloj respecto al cual evolucionan los
demads. La cuantizacion candnica covariante, al rechazar la necesidad de un tiempo externo,
se alinea naturalmente con el cardcter general covariante de la relatividad y ofrece una via
conceptualmente solida para tratar el problema del tiempo dentro de una teoria cudntica del

espacio-tiempo.
Espacio de fases covariante

La configuracion inicial para la formulacién Hamiltoniana es el espacio de fases M, defi-
nido como el espacio de los datos iniciales en una superficie de Cauchy 3, en una dimensién
espacial d. Cada conjunto de datos iniciales determinan una solucién cldsica unica al sistema,
una historias clasica propia del sistema. Al formular el espacio de fases covariante se busca

reformular el espacio de fases habitual en funcién de dichas historias.

En la descripcion estandar, los datos iniciales se pueden parametrizar al conjugar candnica-
mente las posiciones y los momentos (¢, 7;), las cuales se pueden entender como coordenadas
2* de M. El espacio M se puede describir como una variedad simplética, donde a cada punto
del espacio se le asocia una unica trayectoria psoible en todo el sistema. En este tipo de espacios

se puede definir una corriente simplética w como
w=0m Ndg' = wagdz? A 62P (6.5)

la cual se puede integrar sobre una superficie de Cauchy 3, definiendo asi

Q:/ w (6.6)
>

t

la forma simplética de M. Dada esta forma podemos redefinir los corchetes de Poisson de dos
funciones en el espacio de fases como

0X oY
{(X,v} = / saw )P (6.7)
>t

0B

Si se definieran una familia de transformaciones, como pueden ser traslaciones temporales,
de 1a forma &,z donde el pardmetro 7 identifica el tipo de transformacion, las ecuaciones del

movimiento se pueden escribir como

apHl7l

6,28 = (W) 5.5

(6.8)
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Definiendo asi la variacion del Hamiltoniano como
dH[r] = Q[dz, 0., Z] (6.9)

Al tratar un sistema para el que cualquier conjunto de datos iniciales (¢°, 7;) determinan una
tnica solucidén, cada punto en el espacio de fases M definido en una superficie de Cauchy
s>, determina una solucidn cldsica ¢. En cambio, dada una superficie de Cauchy y°,, podemos
restringir cualquier solucién clasica a dicha superficie para determinar un punto en M. Esta
definicién permite definir una transformacién uno a uno del espacio M al espacio M de solu-

ciones clasicas, o “historias’ como definimos anteriormente. Considerando la transformacion
s, : M — M ¢ — (¢, m)ls, (6.10)

es posible llevar cualquier solucion clésica a su franja de datos iniciales en 3°,. El espacio
de soluciones cldsicas también tiene definido una forma simplética {2 manteniendo la misma
estructura simplética del espacio de fases. El par (M, Q) define el "espacio de fases covarian-
te’, refiriéndose como ’covariante’ al hecho de que no requiere elegir una franja temporal 3,
especifica.

En la mayor parte de teoria invariantes a difeomorfismos, como la Relatividad General, se
puede encontrar una expresién explicita de un Hamiltoniano  que cumpla la definicién 6.9
y que genere difeomorfismo. Esta H es el equivalente de un Hamiltoniano en el formalismo
ADM para un espacio de fases covariante, el cual es ademds una restriccion sobre el sistema y
desaparece en las soluciones fisicas de éste.

Aunque los pares (H,Q) y (H, Q) son isomorfos, no son canonicamente isomorfos ya que
depeden de la eleccién de la superficie de Cauchy ), en la que trabajar. Este hecho tiene dos

importantes implicaciones:

1. Los puntos en el espacio de fases M se pueden entender como coordenadas en M.
Mientras que es posible encontrar parametrizaciones globales de las soluciones clésicas,
por ejemplo a partir de constantes de movimiento, suele ser una tarea complicada. Sin
embargo, al tratar el conjunto de datos iniciales solo en una franja temporal fija se pueden
etiquetar de manera sencilla, ademads de que se puede utilizar 75-, como transformaciones

de coordenadas entre estos puntos.

2. Al considerar una familia de superficies de Cauchy » e si se supone un conjunto de
datos iniciales (¢, ;) sobre 5, se pueden evaluar estos datos iniciales en otra franja

temporal 3, a partir de la transformacion 6.10 de la forma

(¢', ) =Ty, © Tgtl(qi, i) (6.11)
Zt/ Zt
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lo que equivale a un cambio de coordenadas en M. Por tanto, podemos entender la
evolucion temporal como un cambio de coordenadas al moverse entre superficies 3,

distintas en el espacio de fases covariante.
Cuantizacion candnica covariante

A partir de la definicion del espacio de fases covariante podemos comprobar si es posible
construir una teorfa cudntica [29]. Para casos sencillos, si que es posible aplicar este espacio sin
embargo, como ya se ha comprobado que sucede para las cuantizaciones candnicas, cuantizar
una teoria de la Relatividad General completa seria una tarea casi imposible ya que seria ne-
cesario tener una solucién general para las ecuaciones de movimiento para cualquier sistema.
Si en algiin momento fuera posible resolver estas ecuaciones, se podria formular el espacio de

fases covariante y, por tanto, solucionar el problema del tiempo.

Planteando un caso especifico ,si de manera local se encontrasen un conjunto de coordena-
das canonicas {¢“, 7, } en el espacio covariante M se puede estudiar como seria la cuantizacién
de estas variables. Asumiendo la forma mas sencilla de cuantizacién, los corchetes de Poisson

de las coordenadas pasan a ser conmutadores de la forma

[G%, ] = ihoy

A (6.12)
[4%,0"] = [#a, 7] =0

y se define la funcién de onda en la base de posiciones como |)[g]). Para construir una teoria
cudntica, uno de los requisitos obligatorios es definir ademas el producto interno sobre el espa-
cio de fases {|¢[q]) }, 1o que suele obligar a fijar un gauge sobre cualquier sistema que se mida.
Si la teoria es invariante a difeomorfismo, el Hamiltoniano H seguird siendo una restriccion
sobre el sistema, describiéndose con la forma de la ecuacién de Wheeler-DeWitt 5.27 para una

funcién de onda en la base de posiciones
H[4lq]) = 0 (6.13)

A partir de este punto para continuar desarrollando la teoria se debe de encontrar una ima-
gen que simule la evolucién temporal. Para ello considérese la descripcién clasica de M y una
superficie de Cauchy 3°,. Se puede definir la transformacion 7s., como aquella transformacion

que transforma unos operadores a otros dentro de la misma teoria

7r, 1 (% 7)) = (T2 m(X2,) (6.14)

esta transformacion define un conjunto de operadores para cada franja temporal {¢’, 7; }, de-



CAPITULO 6. EL PROBLEMA DEL TIEMPO Y LA SOLUCION COVARIANTE 43

pendientes de los operadores espaciales definidos en el espacio de fases covariante {G*, 7.} y
de los datos iniciales clasicos que determinan la forma de la transformacion 7y.,. Los opera-
dores ¢*(x,) conmutan entre ellos, formando una base de estados en evolucion al diagonalizar

todos los posibles valores de estos operadores

Qz(zt) |qz(zt)> = qi(zt> |ql(zt>> (6.15)

por tanto, todo estado candnico covariante |1[g]) se puede expandir en esta base y sus compo-

nentes

(@ ol (6.16)

son dependientes del "tiempo’, es decir, depende de la franja temporal 3=, en la que se encuen-
tren.

La aplicacién de este formalismo a la gravedad cudntica se ha intentado desarrollar en los
ultimos afios. Debido al problema de solucionar las ecuaciones del movimiento de manera
genérica para cualquier sistema su estudio se ha enfocado a casos sencillos hasta que se pueda
resolver este problema ’técnico’ ya que la aproximacion conceptual hacia el problema del tiem-
po de esta teoria parece correcta. Uno de los mayores ejemplos de aplicar esta aproximacion
conceptual ha sido la Gravedad Cudntica de Bucles la que, al redefinir la topologia del espacio

de fases, consigue simplificar el problema de la cuantizacion.
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Capitulo 7

Teoria cuantica de bucles

Una vez identificado que la relatividad general admite una formulacién candnica en térmi-
nos de variables geométricas como las métricas espaciales 7;; (formalismo ADM) o triadas
e, el siguiente paso natural es su cuantizacién a partir de una aproximacion covariante, como
hemos visto en el apartado anterior. Sin embargo, la aplicacién directa de los métodos de Dirac
mediante la ecuacion de Wheeler—-DeWitt, plantea serios obstaculos tanto matematicos como
conceptuales: la ecuacion es dificil de definir rigurosamente, carece de una nocién explicita de
tiempo, y no proporciona una base clara para construir estados fisicos.

La gravedad cudntica de bucles surge como una propuesta para superar estas dificultades.
Introducida originalmente por Abhay Ashtekar en los afios 80, esta teoria reformula la gravedad
clasica como una teoria gauge en términos de nuevas variables canonicas: una conexién SU(2)
A’y sumomento conjugado, el campo densitizado de triadas E® (variables de Ashtekar). Estas
variables transforman la gravedad en una teoria similar a Yang—Mills, lo que permite aplicar
técnicas bien desarrolladas de cuantizacion para teorias gauge [30, 31].

A partir de la definicion de las variables de Ashtekar ,se construye un espacio de Hilbert de
estados fisicos utilizando funciones cilindricas definidas sobre redes de curvas (los bucles que
dan nombre a la teoria). De esta forma, la teoria predice una estructura discreta del espacio a

escalas de Planck, donde dreas y volimenes aparecen cuantizados.
Conexiones y triads

Las definiciones dadas por las triads permiten reformular la métrica espacial [32] como
§* = det(q)q™ = E} E6" (7.1)

A partir de estas nuevas variables candnicas podemos reescribir el Lagrangiano de la Rela-

tividad General como N

1
8tGf

L= / d*x (EgA; + NeijwE{EXF), + N°EJFy, + x’(DaEa)Z’) (7.2)

donde (3 se conoce como el pardmetro de Barbero-Immirzi e identifica una familia de variables

de Ashtekar, I, hace referencia a la curvatura de la propia conexién Ashtekar-Barbero A; y
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A% es un multiplicador de Lagrange.

A partir de estas definiciones podemos reescribir las restricciones que establece la Relativi-
dad General. El primer conjunto de restricciones vienen dadas por la ley de Gauss (restriccion
que proviene del formalismo Yang-Mills), asegurando la invarianza gauge definiendo que el

operador transformacién gauge G
G'=D,E* =0 (7.3)
Las segundas restricciones a estudiar son las impuestas sobre los momentos candnicos
Vi = E{F,, =0 (7.4)
Y la dltima restriccién y la més problematica, la restriccion sobre el Hamiltoniano
H = e EB{E'EFl, =0 (7.5)

Las restricciones sobre los momentos son los supuestos generadores de difeomorfismo espa-
ciales, no obstante, para que éstos sean puros y no dependan completamente de las transforma-
ciones gauge se debe de incluir una restriccion adicional, una combinacion lineal entre restric-

ciones de los momentos y la ley de Gauss; conocida como restriccion sobre difeomorfismos

Co =V, — AL(D,EY) (7.6)
Cuantizacion de las nuevas restricciones

A partir de las nuevas variables, dada la variable de configuracién A’, siguiendo el pro-
cedimiento tradicional, se considera una funcién de onda ¢/(A’) A esta forma de entender la
funcién de onda se le conoce como representacion por conexion. Al realizar la cuantizacion, se
promueven las variables candnicas a operadores. La conexion A’ se promueve a un operador
multiplicativo

Alp(A) = Alp(A) (1.7)

y las triads son derivadas funcionales

Efyp(A) = —i

(7.8)

cuyas relaciones de conmutacion se escriben como

Ai(y), B ()] = i0;616% (@ — ) (7.9)
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A partir de promover las variables candnicas, el siguiente paso para la cuantizacion es

promover las restricciones a operadores.

Gip(A) = —iD, 5?{2’?) (7.10)

. . (A)

Viap(A) = —iF = 7.11
¢( ) ? b 5Ab ( )

Representacion de bucles de la Relatividad General

Una vez se tiene claro el proceso de cuantizacion y las restricciones que se deben de im-
poner al sistema se debe de reformular el espacio de fases para poder acomodarlo a la idea
de bucles por lo que se caracteriza esta teoria. Para ello se realiza un cambio de topologia, al
considerar que el espacio estd formado por redes de spines, permitiendo la simplificacion de la
cuantizacion de todo el espacio de fases. Para poder entender como se forman estas redes de

spines antes tenemos que introducir el concepto de holonomia.
Holonomia

Un manifold de Riemann M de n dimensiones se define en cada punto de un espacio vec-
torial euclideo a partir de un producto interno. El grupo O(n) de transformaciones ortogonales
que preservan el producto interno se conoce como el grupo estructural del manifold, con el
cual son compatibles todas las operaciones sobre M. Un ejemplo caracteristico es el de la co-
nexion candnica en M (la conexién de Levi-Civita), definiendo asi el transporte paralelo. Este
transporte paralelo define a su vez una isometria entre los espacios tangentes de dos puntos,
x ey, dado un camino entre ellos. La dependencia de este camino se puede medir tomando x
e y como el mismo punto y haciendo el transporte paralelo entre todos los loops o bucles que
generara x, produciendo lo que se conoce como grupo holonimo H [33],es decir, un subgrupo
de O(n).

La accioén de este grupo holonimo H permite evaluar como un objeto definido en M varia
de un punto a otro. Al aplicar grupo H sobre el tensor de curvatura R, podemos identificar las
variaciones infinitesimales del transporte en paralelo. En un punto dado, el tensor de curvatura
se puede tratar como una transformacion lineal que asigna a dos vectores x e y una transforma-
cion antisimétrica ;. En el caso de que esta transformacion genere, como es esperable, un
dlgebra de Lie, H coincide con SO(n).

En el contexto del estudio de cualquier tipo de campo se puede entender la holonomia de la

siguiente manera. Se puede definir un campo Al[;] de un grupo G, definido sobre un manifold.
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Este campo funciona como una conexién en M, generando el transporte paralelo de un objeto
sobre los caminos posibles del manifold. Se puede definir un vector # = v! definido en un
punto p; en el espacio interno del manifold y una curva p que comience en p; y termine en ps.
Esta curva se puede parametrizar como z*(t), yendo 7 de 0 a 1. Si ¢/ se transporta paralelo sobre

p se podrd definir un nuevo vector U, en ps. Estos dos vectores se pueden relacionar como
3, = U,7 (7.12)
donde U, sera la holonomia de p, que se puede definir como
U,[A] = Pelod = pels @A (7.13)

donde P indica que los factores que aparecen en la exponencial se ordenan de izquierda a
derecha en el orden en el que aparecen en p.

Una tipo importante de holonomias, y el de mayor interés para la Gravedad Cudntica de
Bucles, son aquellas que pertenecen a bucles cerrados. Para todo el conjunto de caminos cerrado
que empiezan y acaban en el mismo punto p, las holonomias son matrices que forman un grupo
dado por la multiplicacion

Uprop, = Up Up, (7.14)

y su inversa
(Up) ™ = Uyt (7.15)

donde la composicion p; o ps se refiere a recorre el camino cerrado p; y el camino p; y la
inversa p~! se refiere a recorrer p hacia atras. En el estudio de la gravedad, el grupo holénimo

de la conexion Levi-Civita (trabajando en un manifold orientable) serd SO(3, 1).
Bucles de Wilson

Aplicando la definicién de holonomia sobre bucles cerrados, podemos definir [22] los bu-

cles de Wilson tomando las trazas de las holonomias
W,=1Tr(U,) (7.16)
La version compleja de los bucles de Wilson se pueden expresar como
W, = Tr (Pels) (7.17)

donde p es el camino cerrado. Estos objetos tienen la propiedad de ser invariantes gauge y de

no depender del punto inicial que se elija. Considerando dos puntos p; y p, conectados por
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un camino pi2, Un camino cerrado p; que comience y acabe en p; se puede transformar en
un camino cerrado sobre ps de la forma ps = p12p; (,012)*1. Las distintas holonomias que se

forman se pueden relacionar de la misma manera
Upy = UppsUp, (Ur2) ™! (7.18)

Teniendo en cuenta la propiedad ciclica de la traza podemos asegurar que los bucles de Wilson

de p; y de p, son equivalentes.

Con estas definiciones podemos codificar toda la informacion invariante gauge del campo
A, apartir de bucles de Wilson. A partir de este punto se formulo la representacion de bucles de
la Relatividad General en un intento de cuantizar la gravedad como una teoria gauge basada en
la holonomia. Para formular una teoria cudntica usando holonomias, se deben de poder expresar
los estados |1) en un espacio de Hilbert a partir de bases de estados de la forma [{U, }) definidos
sobre el conjunto de holonomias de todos los bucles p posibles en el manifold. La funcion de

onda de bucles se podréa definir como

() = ({U,}])
_ / DA ({U,}|4) (A[) (7.19)

— [ DU va)
Redes de spines

A partir de la definicion de los bucles de Wilson, sabemos que éstos codifican toda la infor-
macién sobre la invarianza gauge de una conexién A,. Las trazas de los holénimos desde la que
se definen estos bucles, también construyen a su vez una base de soluciones para la ecuacion

de Gauss 7.10. Por tanto, se puede expresar un estado cuédntico sobre esta base con la forma
VAl = dlpW,[A] (7.20)
p

donde el sumatorio es sobre todos los posibles bucles cerrados y los coeficientes que los eti-

quetan dependen de [p|. La traza de los holénimos W, [A] se pueden escribir como

W] = 7r (P [ean (- / o)A s)as ) | (721)

Esta expresion se conoce como una transformacion de bucle. Trabajar en este espacio tiene

ciertas ventajas debido a sus propiedades, por ejemplo, resolviendo las restricciones sobre di-
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feomorfismos. Para ello, tan solo se deben de considerar funciones de bucles invariantes bajo
deformaciones del propio bucle. Estas funciones se conocen como invariantes a nudos. Para
ejemplificar como funcionan se pueden considerar dos curvas p®(s;) y 1°(s2) en un espacio

plano. La integral

o 1 " 1 b .
Linking(p1, p2) = . 7{}10 dsy ﬁdsza (|pd(51) — 77d(52)‘) €abep (51)7°(52) (7.22)

se define de tal forma que su resultado serd 1 si las dos curvas se encuentran entrelazadas, y

0 en caso contrario. Esta cantidad se define sobre dos bucles en vez de uno, pero muestra el
comportamiento de ambas funciones de bucles invariantes a deformaciones.

Usando la transformacion de bucles se puede traducir la accion de los operadores a la re-
presentacion de bucles. No obstante, antes de expresar los operadores en la representacion hay
que corregir un problema en esta representacion: las bases en la representacion de bucles tiene
"sobrecompletitud’. Este hecho se refiere a la existencia de relaciones no lineales entre las tra-
zas de los holénimos del manifold, por tanto, las funciones expresadas en bucles del tipo ¢ |p]
que se pueden utilizar se encuentran muy restringidas. Estas relaciones provienen de la propia
definicion de holonomia, ya que éstas deben de cumplir lo que se conocen como identidades
de Mandelstam (entre ellas se ecuentran las ecuaciones 7.14 y 7.15).

Para solucionar este problema se debe de modificar la representacion del dlgebra sobre la
que se estd trabajando. Para poder construir conexiones y operadores que calculen el transporte
paralelo sobre una curva en un algebra se suelen utilizar matrices. En este caso, los operadores
de transporte paralelo pueden contraer sus indices en puntos de interseccion entre las matrices
que los definen a partir de objetos llamados conectores. El uso de estas matrices y sus respec-
tivos conectores dan lugar a las redes de spines [34], un grafo con intersecciones y con lineas
"con colores’, donde el color viene dado por un nimero N definido por la dimension de las
matrices de las holonomias (N + 1). Los conectores se definen como productos tensoriales de
€ijk Y 6;1 donde los indices i y j se refieren a las distintas matrices de Pauli.

Las redes de spines definen una base de funciones invariantes gauge [35, 36] que minimiza
los grados de ’sobrecompletitud’ de la base de bucles, todos los ingredientes necesarios de una
base adecuada para definir un estado cudntico de la gravedad. Para ello se debe de definir el
producto interno en este tipo de espacios. Dados dos redes de spines s y "y sus dos estados ),
y Y, el producto interno de estos dos estados serd 1 si sy s’ se relacionan entre ellos a través
de un difeomorfismo, es decir, se pueden deforma uno como el otro, y O en el caso contrario.
Un estado mixto sobre esta base se puede expresar como combinacion lineal de estados de la

forma

Vo= Cmis, (7.23)



CAPITULO 8. CONCLUSIONES 50

Capitulo 8

Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos expuestos los diferentes problemas a los que se enfrenta
la comunidad cientifica actualmente para unificar las teorias de la Relatividad General y la
Mecanica Cuantica. Tanto el avance de la Teoria Cuantica de Campos como de la Cosmologia
depende de encontrar un formalismo que unifique ambas teorias es fundamental para su avance.
La gravedad, como punto comin entre ambas teorias es a su vez el mayor obsticulo para
unificarlas

Uno de los problemas fundamentales recae completamente en las bases conceptuales de
la Mecanica Cudntica. Al problema de la implementacion de la funcién de onda en la teoria
cudntica se ha contrapuesto una perspectiva relacional de los estados cudnticos y los observa-
bles fisicos, entiendo un sistema tan solo de manera relativa a otro. Esta explicacion solventa los
problemas conceptuales que existen en la Mecanica Cuantica, sentando una base para acercar
y relacionar la Relatividad General.

Una vez solucionados los problemas de la Mecéanica Cudntica se ha dado explicacién al paso
de un sistema cldsico a uno cudntico, el proceso de cuantizacion. Para el caso de un sistema
relativista sin embargo, hay que tener se deben de analizar las teorias gauge que se asocian al
concepto de campo en Relatividad General. Es a partir de esta teoria donde se ha comprobado
que surgen las condiciones (restricciones sobre los observables) necesarias para cuantizar un
sistema relativista.

A partir de estas restricciones se han formulado distintas teorias Hamiltonianas sobre las
que desarrollar reformulaciones del concepto de campo espacio-tiempo. Entre ellos el forma-
lismo ADM se ha utilizado como base ya que consigue separar la parte espacial y temporal
permitiendo asi transformar el tiempo de una variable fisica a un etiqueta de los estados posi-
bles del sistema.

Como ejemplo del uso del formalismo ADM se ha analizado la primera cuantizacién formal
que se elabord de la gravedad, y la primera teoria cudntica de la gravedad en existir, formulada
DeWitt y conocida como cuantizacion candnica. Del anélisis que DeWitt hizo de la promocion
de las restricciones clasicas de un sistema relativista a condiciones cudnticas (promocionando-
las a operadores) se llega a uno de los mayores problemas de la cuantizacién de la gravedad:
el problema del tiempo expresado en la ecuacion de Wheeler-DeWitt, o cuantizacién de la
restriccion sobre el Hamiltoniano.

El problema del tiempo ha llevado a la comunidad fisica a desarrollar numerosas inter-



CAPITULO 8. CONCLUSIONES 51

pretaciones filoséficas sobre como reinterpretar la concepcidon que tenemos del tiempo. Entre
ellas, y en linea con la trasformacion del formalismo ADM, se ha presentado la cuantizacion
covariante, que entiende el espacio-tiempo no como un continuo, sino como una coleccion de
superficies que describen las posibles historia que pueden esos estados fisicos.Esta cuantiza-
cién funciona correctamente para sistemas locales sin embargo, para que funcione como teoria,
necesita resolver las ecuaciones del movimiento para cualquier tipo de sistemas, un trabajo
practicamente imposible o, por lo menos, de gran complejidad.

Usando esta aproximacion conceptual se ha desarrollado varios formalismos Hamiltoniano
para simplificar esta tarea, entre los que cabe destacar el formalismo de tetrads y triads, a partir
de los que se desarrollaran la formulacién de las variables de Ashtekar.

Fue a partir de estas nuevas variables dindmicas desde las que se empez6 a desarrollar la
Gravedad Cudntica de Bucles, una teoria que intentar solucionar todos los problemas plantea-
dos en este trabajo que involucran a la cuantizacion de la gravedad. A partir de una reformu-
lacién del édlgebra y usando como base las variables de Ashtekar y los bucles de Wilson, este
teoria entiende el espacio como un discreto formando una red de spines. Es con esta discretiza-
cion del espacio que soluciona la complejidad de la cuantizacion covariante, aproximacion de
la que se basa para varios puntos conceptuales.

Entre las posibles soluciones actuales al problema de la gravedad cudntica, la aproximacion
de bucles es una de las mas rompedoras y polémicas debido a la enorme diferencia entre el
algebra discreta que utiliza en oposicidn al continuo espacio-tiempo al que estamos acostum-
brados. Sin embargo, una buena parte de la comunidad cientifica se ha volcado en el desarrollo
de esta teoria comenzando a dar resultados para problemas cosmoldgicos como en el estudio
de los agujeros negros y la formulacién de los agujeros blancos; y en dar una descripcién del

Universo antes del Big Bang.
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