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RESUMEN

El presente trabajo pretender ampliar el conocimiento actual sobre el scattering de luz por un
cristal Rayleigh. El problema central es la descripcion de los campos electromagnéticos
generados en este tipo de estructuras periddicas mediante la teoria formal de scattering y un
conjunto de herramientas matematicas auxiliares, que incluyen funciones de Green, funciones
de Bessel, series y transformadas de Fourier y convergencia de sumas infinitas. A partir de este
planteamiento, se ha desarrollado un cédigo en Python que permite calcular las soluciones de
la ecuacidon de bandas y representarlas. El resultado mds importante es la representacion grafica
de la estructura de bandas de una red de cilindros infinitos de silicio inmersos en aire, con
constante dieléctrica independiente de la frecuencia y en ausencia de absorcién, analizando la
grafica obtenida para distintos radios. La conclusién mas relevante es el aumento del tamafio
del gap fotdnico a medida que crece el radio de los cilindros, evidenciando una relaciéon directa
entre geometria y respuesta espectral. Como aportaciones principales, se ilustra la posibilidad
de controlar la transmisién de luz en el cristal Rayleigh iluminandolo con ciertas frecuencias, se
establece un marco matematico especifico para el régimen Rayleigh y se ofrece una contribucién
computacional que puede adaptarse a futuras investigaciones o aplicaciones en cristales
fotdnicos.

Palabras clave: scattering, cristal de Rayleigh, redes directa y reciproca, convergencia de sumas
infinitas, estructura de bandas fotdnicas, Python.
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ABSTRACT

This work aims to expand current knowledge on light scattering by a Rayleigh crystal. The central
problem is the description of the electromagnetic fields generated in such periodic structures
using the formal theory of scattering, together with a set of auxiliary mathematical tools,
including Green’s functions, Bessel functions, Fourier series and transforms, and the
convergence of infinite sums. Based on this approach, a Python code has been developed to
compute and represent the solutions of the band equation. The most significant result is the
graphical representation of the band structure of a periodic array of infinite silicon cylinders
embedded in air, assuming a frequency-independent dielectric constant and absence of
absorption and analyzing the resulting diagrams for different cylinder radii. The main conclusion
is that the photonic band gap increases with the cylinder radius, revealing a direct relationship
between geometry and spectral response. The main contributions include illustrating the
possibility of controlling light transmission in a Rayleigh crystal by tuning the frequency of the
incident wave, establishing a specific mathematical framework for the Rayleigh regime, and
offering a computational tool that can be adapted for future research or applications in photonic
crystals.

Keywords: scattering, Rayleigh crystal, direct and reciprocal lattices, convergence of infinite
sums, photonic band structure, Python.
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“Nature uses only the longest threads to weave her patterns, so each small piece of her
fabric reveals the organization of the entire tapestry.”

— Richard P. Feynman
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Capitulo 1. INTRODUCCION / ESTADO DEL ARTE

El estudio de scattering de luz en medios materiales es fundamental en dptica y fotdnica, ya que
permite comprender fendmenos como la dispersién atmosférica, la propagacién de sefiales
Opticas y la manipulaciéon de la luz en dispositivos avanzados [Saleh 2019].

En el contexto de este proyecto, los cristales Rayleigh son cristales fotdnicos caracterizados por
estar compuestos de particulas cuyo tamafio es mucho menor que la longitud de onda de los
fotones [Bohren 2008]. Esto implica que la interaccidn entre la luz y el material sigue el régimen
de dispersion de Rayleigh, lo que condiciona su respuesta espectral y abre la puerta a posibles
aplicaciones en diversos sectores tecnolégicos [Joannopoulos 2008].

Para la comprension del fenémeno de estudio en detalle, es necesario entender los siguientes
aspectos fundamentales con el objetivo de construir un marco tedrico sélido:

1. Cristales Rayleigh: Diferencias entre cristales fotdnicos clasicos y cristales Rayleigh,
efectos de la dispersién multiple e interferencia, influencia de la geometria y
distribucion espacial de los elementos dispersores.

2. Teoria formal de scattering: Amplitud de scattering, campo dispersado, desarrollo de
Mie para pequefios cilindros, aproximaciéon de particula pequefia.

3. Electromagnetismo: Ecuaciones de Maxwell, campos electromagnéticos, formalismo de
onda plana, polarizacion.

4. Interaccion luz-materia: Ecuacion de ondas, constante dieléctrica y dependencia de la
frecuencia, indice de refraccion.

5. Conceptos de Fisica del Estado Sdlido y Electrdnica Fisica: Estructura periddica, redes
directa y reciproca, formacion de bandas de energia, zonas prohibidas (gaps).

6. Base matematica: Ecuaciones diferenciales, problemas de autovalores, analisis de
funciones de Green, funciones de Hankel, funciones de Bessel, series y transformadas
de Fourier, convergencia de sumas infinitas.

7. Programacion en Python: Representacién de funciones matematicas, manejo de las
librerias necesarias.

1.1 Estado del arte

En esta investigacion se analiza el comportamiento de la luz en un sistema formado por
particulas dispersoras mucho mads pequeiias que la longitud de onda colocadas formando una
estructura periddica, donde la dispersion de Rayleigh domina la interaccién luz-materia.

La idea de posicionar a los fotones como posibles portadores de informacion surgié en 1987,
cuando Eli Yablonovitch y Sajeev John propusieron el uso de estructuras dieléctricas con indices
de refraccién periddicos para controlar la transmisién de la luz, estableciendo un paralelismo
con las bandas electrénicas de los semiconductores [Yablonovitch 1987] [John 1987]. Asi,
Yablonovitch introdujo el concepto de gaps fotdnicos, rangos de frecuencias en los que la
densidad de estados foténica es nula y la luz no puede propagarse dentro del material
[Yablonovitch 1987].
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Uno de los hitos mas relevantes en este campo se alcanzd en 1991 con la fabricacién del primer
cristal fotdnico tridimensional que presentaba un gap fotdnico completo. Se demostrd que era
posible inhibir la propagacién de la luz en todas las direcciones para determinadas frecuencias,
confirmando experimentalmente la viabilidad de este material [Yablonovitch 1991] y
consoliddandose como una de las innovaciones mds prometedoras en el campo de la foténica.

Desde entonces, se han logrado importantes avances en investigaciones tedricas sobre redes
periddicas de nanocilindros que han consolidado un marco fisico-matematico cada vez mas
desarrollado. Entre ellos, se ha demostrado, utilizando modelos analiticos basados en Ia
aproximacioén dipolar y en la dispersion multiple, que cerca de las frecuencias de Rayleigh
pueden aparecer resonancias geométricas que permiten alcanzar reflexién o absorcién totales
en condiciones bien definidas [Gomez 2006][Laroche 2006]. Ademas, se ha extendido la teoria
para incluir correcciones en particulas anisotropas [Albaladejo 2010], esenciales para garantizar
la conservacion de energia en el modelo.

Investigaciones posteriores han profundizado en la fabricacidn de cristales fotdnicos mediante
técnicas avanzadas de nanofabricacién. Esto ha permitido disefiar estructuras adaptadas a
necesidades tecnoldgicas especificas [Joannopoulos 1997] [Sakoda 2001], encontrando
aplicaciones en telecomunicaciones, biomedicina y computacién cuantica [Navarro-Barén
2015].

1.2 Contexto y justificacion

Cuando dicho cristal foténico se compone de un conjunto de nanoparticulas dieléctricas en un
medio homogéneo, separadas por distancias del orden de la longitud de onda, el
comportamiento 6ptico estd dominado por la dispersién de Rayleigh [Viktorov 1967]. En este
caso de estudio, llamado cristal Rayleigh, se observan efectos de interferencia y resonancia en
las ondas dispersadas, dando lugar a estructuras de bandas especificas.

Tal y como se ha mencionado, la mayoria de los estudios hasta la fecha se han centrado en
cristales fotdnicos formados por particulas de tamafio comparable o mayor que la longitud de
onda. Aunque existe literatura cientifica sobre el régimen sub longitud de onda que describe
fendmenos de dispersion, reflexion y absorciéon [Gémez 2006] [Laroche 2006], no se aborda
explicitamente el estudio de la estructura de bandas fotdnicas de estos cristales.

Por lo tanto, el objetivo del presente proyecto es aportar nuevo conocimiento a este
prometedor campo de estudio, proporcionando una descripcion matematica y computacional
de la ecuacion y estructura de bandas en un cristal Rayleigh.

Adicionalmente, a nivel profesional, este trabajo forma parte de mi trayectoria en investigacion,
ya que el estudio de estos cristales podria abrir el camino hacia una computacién foténica
avanzada, donde la dispersién controlada sirva para manipular la informacion de manera
eficiente [Kim 2018].
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1.3 Planteamiento del problema

Tal y como se ha mencionado, aunque el estudio de cristales fotdnicos ha avanzado
considerablemente desde la formulacién inicial de los gaps fotdnicos por Yablonovitch y John,
la mayoria de la literatura cientifica se ha centrado en estructuras compuestas por elementos
dispersores de tamafio comparable a la longitud de onda de la luz [Yablonovitch 1987] [John
1987]. En ese contexto, las teorias desarrolladas permiten describir con precision la formacion
de bandas fotdnicas y su utilidad practica en dispositivos dpticos.

Sin embargo, aunque existen estudios tedricos sobre redes periddicas de particulas pequefas,
son aun escasos los trabajos que ofrezcan una descripcién completa del comportamiento de la
luz en cristales formados por particulas mucho menores que la longitud de onda, donde domina
la dispersidon de Rayleigh [Bohren 2008].

Por tanto, el problema central que aborda este trabajo es la descripcidn de los campos
electromagnéticos que produce un cristal de Rayleigh aplicando teoria de scattering, asi como
el desarrollo computacional y analisis grafico de la estructura de bandas resultante.

En concreto, se modelizara una red periddica bidimensional cuadrada infinita compuesta por
cilindros idénticos paralelos a lo largo del eje OZ, donde se asume que los cilindros son de un
material dieléctrico isétropo (g.) y se encuentran separados por vacio (g,) una distancia a
[Gémez 2004]. El desarrollo del modelo elegido se lleva a cabo en detalle en el apartado 3.2.3.
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Capitulo 2. OBIJETIVOS

2.1 Objetivos generales

El objetivo general del presente trabajo consiste en ampliar el conocimiento actual sobre el
scattering de luz generado en el interior de un cristal Rayleigh, mediante la deduccién vy
representacién de la correspondiente estructura de bandas.

2.2 Objetivos especificos
Los objetivos concretos son los siguientes:

- Realizar una labor de documentacidn acerca del estado del arte.

- Estudiar y entender la teoria formal de scattering.

- Modelar el problema mediante una red periddica para definir su red reciproca.

- Calcular y obtener la ecuacion de bandas a partir del campo eléctrico total del sistema.
- Desarrollar el codigo con Python para describir las soluciones obtenidas.

- Analizar los resultados y sacar conclusiones.

Cabe mencionar brevemente los objetivos que quedan fuera del alcance de este proyecto:

- La elaboracion de cualquier tipo de configuracion experimental.

- La busqueda de materiales cuyas propiedades fisicas permitan su implementacion en
este area de estudio.

- El analisis de la viabilidad de los cristales Rayleigh en computacion y su integracién en
circuitos convencionales.

2.3 Beneficios del proyecto

Este proyecto contribuye significativamente al estudio de la luz en medios periddicos, al
centrarse en un tema aun poco explorado en profundidad. Por ello, uno de los beneficios
principales es la formalizaciéon de un marco matematico adaptado al régimen Rayleigh,
facilitando posibles avances tedricos en este campo de investigacion.

Ademas, hay una contribucion computacional, ya que se desarrolla un cédigo en Python que
genera desde cero la estructura de bandas en el cristal Rayleigh, lo que representa una
herramienta base que puede ser ampliada o adaptada para futuras investigaciones.

Por ultimo, aunque el enfoque es tedrico, este trabajo tiene el potencial de influir en el disefo
de dispositivos épticos que aprovechen las propiedades de los cristales Rayleigh, asi como
inspirar nuevas lineas de investigacion en fotdnica y materiales avanzados.
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7
Capitulo 3. DESARROLLO DEL TFG
3.1 Planificacion del trabajo fin de grado
3.1.1 Cronograma
La realizacion del proyecto se ajusta al siguiente cronograma:
Etapas
Semana Fechas a b c d e f g h i j
22: 19 16 Sep. - 26 Ene.
Sem. 20 27 Ene. - 02 Feb.
Sem. 21 03 Feb. - 09 Feb.
Sem. 22 10 Feb. - 16 Feb.
Sem. 23 17 Feb. - 23 Feb.
Sem. 24 24 Feb. - 02 Mar.
Sem. 25 03 Mar. - 09 Mar.
Sem. 26 10 Mar. - 16 Mar.
Sem. 27 17 Mar. - 23 Mar.
Sem. 28 24 Mar. - 30 Mar.
Sem. 29 31 Mar. - 06 Abr.
Sem. 30 07 Abr. - 13 Abr.
Sem. 31 14 Abr. - 20 Abr.
Sem. 32 21 Abr. - 27 Abr.
Sem. 33 28 Abr. - 04 May.
Sem. 34 05 May. - 11 May.
Sem. 35 12 May. - 18 May.
Sem. 36 19 May. - 25 May.
Sem. 37 26 May. - 01 Jun.
Sem. 38 02 Jun. - 08 Jun.
Sem. 39 09 Jun. - 15 Jun.
Sem. 40 16 Jun. - 22 Jun.
Sem. 41 23 Jun. - 29 Jun.

3.1.2 Etapas
El proyecto se divide en las siguientes etapas:

a. Obtencion de referencias: Este proceso ha sido realizado a lo largo de todo el proyecto, ya
que parte del desarrollo tedrico se fundamenta en la bibliografia existente.

b. Reunién con director del TFG: Durante todo el desarrollo del proyecto se han tenido
reuniones periddicas con el director del proyecto para comentar el progreso y realizaciéon de

18



Scattering de luz por un cristal Rayleigh Universidad

Carlota Gonzalez Ruiz Europea

este. Las reuniones se organizaron una vez compatibilizada la agenda del autor y el director del
proyecto, manteniendo una reunidn cada quince dias como minimo.

c. Estudio y entendimiento de la teoria de scattering

d. Modelado del problema mediante una red periddica

e. Calculo y obtencion de la ecuacién de bandas

f. Desarrollo del codigo con Python para describir las soluciones
g. Analisis de resultados y conclusiones

h. Redaccién de la memoria del TFG: El trabajo se redactd una vez obtenidos los objetivos del
proyecto.

i. Preparacion de la presentacidon para la defensa del TFG: Tras la redaccién y revisién de la
memoria, se preparé la presentacién y defensa del TFG.

j- Defensa del proyecto: Una vez superados todos los requisitos exigidos en el desarrollo del
TFG, se realizara la defensa en una de las convocatorias fijadas por la Universidad Europea de
Madrid.

3.2 Descripcion de la solucion, metodologias y herramientas empleadas

3.2.1 Metodologia general

La metodologia del proyecto se ha estructurado en distintas fases complementarias teniendo
en cuenta los objetivos planteados en el capitulo anterior:

e Revision tedrica de los fundamentos fisicos de la teoria formal de scattering y obtencién
de referencias.

e Desarrollo del modelo utilizado y punto de partida tedrico, a través de la definicién de
la geometria de la red y posteriormente la solucién de las ecuaciones de Maxwell en un
medio dieléctrico periddico.

e Calculo de la ecuacion de bandas a partir del campo eléctrico total del sistema, teniendo
en cuenta la simetria axial que surge de la geometria cilindrica del problema. Para ello,
se emplea la funcién de Green en el espacio libre y la funcién de Hankel de primera
especie y de orden cero.

e Calculo de la convergencia de la ecuacidn de bandas, a partir del conjunto de sumas
resultante de la difraccidn electromagnética por obstaculos ordenados periddicamente.
Se hace de uso de la formula de Poisson, la transformada de Fourier y sus propiedades
y el teorema de adicién de las funciones de Hankel.

e Formulacién y representacion de la estructura de bandas para una constante
dieléctrica independiente de la frecuencia, empleando herramientas computacionales.

e Elaboracion de conclusiones teniendo en cuenta los hallazgos clave del estudio.
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3.2.2 Herramientas computacionales

Para abordar tanto los aspectos analiticos como los visuales del fenémeno de estudio, se han
empleado herramientas computacionales que han permitido formalizar el modelo fisico elegido,
realizar calculos numéricos y representar graficamente los resultados obtenidos.

Las principales herramientas utilizadas son:

e Python 3.13.2 como lenguaje base para el desarrollo computacional, por su versatilidad
y gran ecosistema cientifico.

e Librerias especificas:

o NumPy y SciPy para el calculo matricial, formulacidn de expresiones complejas
y resolucién de sistemas relacionados con la propagacion de ondas en medios
periddicos.

o SymPy para el tratamiento simbdlico, util especialmente en la formulacién
general de soluciones analiticas antes de implementar las simulaciones.

o Matplotlib y Seaborn para la representacidn grafica de los resultados.
o Scipy.special para el uso de funciones de Bessel y Hankel.
o Sklearn.linear_model para el uso de un modelo de regresién RANSAC.

e Jupyter Notebooks, como entorno interactivo para combinar cédigo, anotaciones y
resultados de forma estructurada y facilmente replicable.

3.2.3 Modelo

El modelo del que se parte en este estudio es una red periddica cuadrada infinita compuesta por
cilindros idénticos paralelos a lo largo del eje OZ, donde se asume que los cilindros son de un
material dieléctrico isétropo (g;) y se encuentran separados por vacio (g,) una distancia a
[Gémez 2004].
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Figura 3-1: Esquema del cristal a considerar.

Cabe mencionar que, al estar trabajando sobre un cristal Rayleigh, por definicién, se cumple:
Ecuacion 3.1

o K A
Donde 1y es el radio del cilindro y 4 es la longitud de onda de la luz.

El aspecto de mayor interés para el presente estudio no es la representacion tridimensional del
cristal, sino mas bien su modelado a través de la red de Bravais cuadrada que subyace en la
estructura al tomar la vista bidimensional del plano XY. Siendo los puntos que forman la red los
centros de las bases de los cilindros.

Figura 3-2: Vista superior del cristal.
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Toda red de Bravais se puede generar de forma infinita a través de la traslacién de unos vectores
. ey . —_— —_— . . . . g

primitivos a; y a,. De manera que, eligiendo como origen el eje de un cilindro, el resto de ellos

se encontraran en:

Ecuacion 3.2
R, ={p1 @ +p, @ }, donde p = (py,p;) € Z2.

Para una red cuadrada, los vectores primitivos seran iguales a los vectores unitarios en las
direcciones x e y, respectivamente, multiplicados por el parametro de red, (a;, a;) = a({,, Gy).

De forma que la correspondiente red reciproca quedard definida por:

Ecuacion 3.3
a) o)
. 2n
g, 7 Uy
JX - . %Jx * '

Figura 3-3: a) Red directa en el espacio real. b) Red reciproca de la red cuadrada.

Por completitud, se menciona que, dado que las areas de todas las zonas de Brillouin son
equivalentes, siempre servird con estudiar la primera zona de Brillouin. A continuacidn, se
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representan también las direcciones de simetria del cristal en la primera zona de Brillouin, que
seran relevantes en el estudio posterior de la estructura de bandas.

a) b)

1 1 1 1
. 1 . | . 1 . 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
——————— B e e
I I I I
1 1 1 1
[} I I I
1 gﬂ 1 1 1
[} [} I I
= . 1 y & 1 . 1 . 1
g 2 [} [} [} I
; i 1 1 1 1
LSRN | M |
_________________ b
1 1
1 I

- | 1
K 2 !
) X T
[} I
I 1 1
I= 1 ]
- - . - e e e | e — = —————— - b -
] ] 1 1
k 1 1 1 1
T 1 1 1 1
1 1 1 I
1 1 1 1
- [} - I . I - I
1 1 1 1
1 I I I
. 1 1 1 1
[} [} [} I
1 1 1 1
——————— B e e b bl el b L e b bbb b
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

Figura 3-4: a) Representacion de las primeras 8 zonas de Brillouin de una red cuadrada. b) Esquema de las
direcciones de simetria del cristal en la primera zona de Brillouin.

Mas alla de la geometria de la red y en cuanto a la interaccidn electromagnética, este modelo
asume que los campos que se propagan en el cristal tienen polarizacidon S. Es decir, oscilan
paralelamente a los ejes de los cilindros, en la direccion perpendicular al plano de propagacion
XY [GAmez 2004].

Se puede demostrar que, cuando el tamafio del cilindro dieléctrico es mucho menor que
longitud de onda incidente (Ecuacidn 3.1), la amplitud de scattering es proporcional al primer
armonico cilindrico. Por lo tanto, el scattering es isétropo y se considera que los cilindros
dispersan por igual en todas las direcciones, esta es la aproximacién de particula pequefia
[Rayleigh 1881]. Ver Anexo 8.3.2.

Por lo tanto, es posible describir los cilindros a través de su amplitud de scattering:
Ecuacion 3.4
anf = 4icl

. [s] . _ .. . s .
siendo ¢, el primer coeficiente de la expansion en arménicos cilindricos.
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3.3 Recursos requeridos

1. Conocimiento de conceptos fisicos clave, base matematica y nociones de programacién
(Ver Capitulo 1).

2. Entorno de programacion con Python como lenguaje base y posibilidad de instalar las
librerias necesarias.

3. Mentoria de experto/a en Fisica de la Materia Condensada.

3.4 Resultados del TFG

Los resultados finales obtenidos han satisfecho completamente los objetivos especificos
establecidos en la seccién 2.2. De manera que:

e Se han comprendido los conocimientos necesarios sobre la teoria formal de scattering
y se ha investigado el estado del arte.

e Se ha modelado el cristal de estudio mediante una red periddica cuadrada, definiendo
a su vez sus direcciones de simetria en el espacio reciproco.

e Se ha desarrollado matematicamente la ecuacién de bandas partiendo del campo
eléctrico total del sistema.

e Se ha generado un conjunto de bloques de cédigo con Python que halla las soluciones
obtenidas a la ecuacién de bandas y representa graficamente la estructura de bandas
fotdnicas.

e Se han sacado conclusiones a partir de la interpretacion de los resultados obtenidos.
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Capitulo 4. DISCUSION

4.1 Introduccion tedrica

Para describir la luz en un cristal fotdnico es necesario resolver las ecuaciones de Maxwell en un
medio dieléctrico periédico [Gémez 2004]. Dado que no se consideran permeabilidades
magnéticas distintas de la del vacio, se estudia el caso de polarizacién S en el que:

U1 = Uz & F &

y se puede tomar € = n?. Por lo que la naturaleza del cristal foténico quedard definida por la
periodicidad del indice de refraccién n de los materiales dieléctricos que lo componen, a lo largo
de una o mas direcciones del espacio [Joannopoulos 2008]. Esto permite clasificarlos en
unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales [Sakoda 2001].

1-D 2-D 3-D

i,

Figura 4-1: Esquema de cristales fotdnicos unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales, donde los colores
representan materiales con distintas constantes dieléctricas.

El caso de estudio (Figura 3-1: Esquema del cristal a considerar.) se traduce en un cristal fotdnico
bidimensional, cuya ecuacién de ondas general es [Gémez 2004]:
Ecuacion 4.1
1 w?
—_,VZ 5) + — 5) =0
@ P) @) =z @(p)

donde g = (x,y) es un vector genérico del plano de propagacién XY, c es la velocidad de la luz
en el vacio, ¢ (p) representa el campo en el eje Z, tal que:

E,(p) polarizacién S
H,(p) polarizaciéon P

»(P) ={

y & es la constante dieléctrica del sistema, cuyo valor varia periédicamente respecto del
conjunto de vectores de la red como:

Ecuacion 4.2

&p(@,5) = &p(w, 5 +Ry)
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siendo E el vector de traslacion de la red cuadrada (Ecuacion 3.2).

El tratamiento matematico del problema varia sustancialmente dependiendo de si la constante
dieléctrica del sistema ¢, depende o no de la frecuencia w.

Cuando sp(ﬁ) es puramente espacial y no depende de la frecuencia de la radiacidon
electromagnética, el problema fisico se puede formular como una ecuacién diferencial lineal. El
operador diferencial que actla sobre el campo es:

O0=V- (Lv)
IR0

De forma que la ecuacidon se convierte en un problema de autovalores lineales con autovalor
proporcional al cuadrado de la frecuencia:

Ecuacion 4.3

Ecuacion 4.4
2

~ w S

09(p) = ——7¢(P)
Para geometrias arbitrarias, este problema se puede resolver mediante métodos estandar
[Gémez 2004]. Entre ellos destacan la expansion en bases de ondas planas (PWM: plane-wave
expansion) [Joannopoulos 2008], el método de la matriz de transferencia (TTM: transfer matrix
method) [Yeh 2005] y la aproximacion multigrid (multigrid aprproach) [Briggs 2000].

En contraste, si la constante dieléctrica del sistema depende de la frecuencia, el problema
adquiere un caracter no lineal. En este caso, el operador O depende explicitamente de w,

Ecuacion 4.5

~ 1

lo que implica que el problema deja de ser lineal en w?.

Ecuacion 4.6

~ L0

O(w)p(p) + C—zqo(p) =0
Con lo cual, la ecuacion se transforma en un problema de autovalores no lineales, cuya
resolucién implica encontrar simultdaneamente un w y ¢ que satisfagan la condicidn, lo cual
requiere estrategias numéricas avanzadas que a menudo utilizan métodos iterativos [Herrmann
2003].

La teoria que se expone en este estudio aborda el caso independiente de la frecuencia, sin
embargo, se basa en una formulaciéon general que no impone restricciones en cuanto a la
dependencia de la frecuencia [Gdmez 2004], ni sobre la posible presencia de absorcion. Este
enfoque general estad fundamentado en conceptos de teoria formal de scattering, el método de
Korringa-Kohn-Rostoker (KKR) para bandas electrdnicas en sélidos [Ashcroft 1976], y técnicas de
expansion multipolar [Asatryan 2001] [Asatryan 2003].
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4.2 Ecuacion de bandas

4.2.1 Calculo de la ecuacion de bandas

Dado que se considera que no hay campo entrante, es posible descomponer el campo eléctrico
total del sistema como una suma de las contribuciones individuales de cada cilindro. Como se
mencioné en la seccién 3.2.3, en el modelo utilizado se ha asumido que los campos que se
propagan en el cristal tienen polarizacién S. Por lo tanto, si se representa E(p) como el campo
total en el plano transversal, este puede escribirse como:

Ecuacion 4.7
EG) = E*() = ) ()
n

donde E3°(p) es el campo dispersado por el n-ésimo cilindro, ubicado en R_n)

Cada cilindro irradia por igual en todas las direcciones un campo en respuesta a la excitacion
que recibe del resto del sistema. Esta excitacidn se denota Einc(Rn) y representa el campo total
exceptuando el campo que emite el cilindro n-ésimo como fuente.

Ecuacion 4.8
Einc(Rn) = E(Rn) - ETSlC(Rn)
La dispersién se modela a través de una funcion de Green del espacio libre [Gomez 2004],

denotada por g, (ﬁ, R_,Z), que describe la propagacién del campo desde el cilindro n-ésimo hacia
el punto genérico del observador g:

Ecuacion 4.9

ES°(P) = Einc(Ry) - 4nf - 9o (5, R)
donde f es la amplitud de scattering.
Sustituyendo en la Ecuacién 4.8:
Ecuacion 4.10

Fune(R) = ) B3 (R) = E3°(Ro) = ) Es<(Ry)

p*En
= anf ) Eine(Ry) - 90(Rn Ry
pEN

Por completitud se menciona que, en un medio periddico como el cristal de estudio, las
soluciones al campo eléctrico adoptan la forma de modos de Bloch, caracterizados por una

funcién periédica modulada por una fase (",
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Por lo tanto, explotando la simetria traslacional del cristal, se puede suponer que el campo
incidente en cada cilindro es idéntico salvo por un factor de fase dependiente de la distancia, tal
que:

Ecuacion 4.11
Einc(Rp) = Einc(o) - etKRp

e —
Donde se estd tomando como origen R,, = 0y K representa el vector de onda de los modos que
se propagan en la primera zona de Brillouin.

De las dos ecuaciones anteriores se deduce:
Fine(0) = 47f - Einc(0) ) % - go(0,;)
p*0

Ecuacion 4.12

1 P =g P —
W _ o KRy '90(0» Rp) =0
p*0

En dos dimensiones y para una fuente puntual, la funcidon de Green del espacio libre viene dada
por la funcidn de Hankel de primera especie y orden cero Hél) [Joannopoulos 2008]:
Ecuacion 4.13
i w
22N (1)_-)_-)/
90(7,7) = ZHE (S 17 = 1)

Esta expresion describe el campo que se propaga desde una fuente puntual situada en 7' hasta
un punto de observacién 7, para ondas cilindricas en un medio homogéneo. Aplicando esto al
caso de estudio, es posible sustituir dicha expresidén para hallar la ecuaciéon de bandas como:

Ecuacion 4.14

1 [

o — w

-t iR, .y (Lp ) =

anf 4 ¢ pHO(cRp) 0
p*0

donde R, = |R,| = |F = #'|y Hy = H{"
p = [Fpl = yHo = Hy "
Se denomina esta suma, que contiene toda la informacién necesaria sobre la estructura
periddica del cristal y las condiciones de propagacién de las ondas, como:
Ecuacion 4.15
o — w
7\ — KR
So(w,K) = Z e Hy (= Ry )
p#0

Tanto la amplitud de scattering f como la funcién de Hankel son complejas, por lo que resulta
natural separar parte real e imaginaria, obteniendo las ecuaciones [Gémez 2004]:
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Ecuacion 4.16

m{%} +25(S0(@ R)} = 0

Ecuacion 4.17

3 {%} 2 n{sy(wR)) = 0

gue seran fundamentales para calcular la estructura de bandas en las direcciones de maxima
simetria del cristal.
4.2.2 Convergencia de la ecuacién de bandas

Como se havisto, la solucién del problema implica una suma infinita de términos que representa
la contribucién de todos los elementos del cristal periddico. Esta suma infinita debe truncarse
en la practica para obtener un resultado computacionalmente manejable. Por tanto, un
problema fundamental es determinar cuantos términos deben conservarse para alcanzar una
determinada precision en los cdlculos [Gomez 2004].

En este contexto, se estudian sumas de la forma [Nicorovici 1994]:
Ecuacion 4.18
= WL =N up, KR,
Sl(a),K)z Hl(—|p—Rp|)e P ey
c
p*0

donde se recuerda que R_zz; ={p,a; +p, a; },con p = (p1,p,) € Z? (Ecuacién 3.2) y g =
(x,y) es un vector genérico del plano de propagacion.
La suma de interés para este estudio se reescribe:

Ecuacion 4.19

So(w'l_())= Z Z HO(%|ﬁ—R_p)|)e”?'R—p)—HO(%|ﬁ|)

P1F—O PrF—

con objetivo de acelerar la convergencia de la serie aplicando la férmula de Poisson, que
relaciona una suma discreta con una suma de transformadas de Fourier, tal que:

Ecuacion 4.20

+ 00

55 ey 3 [l i

n=—oco m=—oo

Esto permite expresar la suma en términos de la red reciproca I?h (Ecuacién 3.3) con h =
(h1, k) = (. V).

Tomando K = 0, la expresion queda:
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Ecuacion 4.21

o o
o=, | ey (215 - 1) a2 - o (2191

donde se puede observar que el término integral se corresponde con la transformada de Fourier

bidimensional de la funcién de Hankel H,, centrada en p y evaluada en E{:

Ecuacion 4.22

T[Hg”(km—m)] (Ky) = f2eiKh~ﬁ' HO (k1 — 525"
R

Asi, la suma:

> [ ey (215 - 1) a2
h

es una superposicion de las transformadas de Fourier de la funcién de Hankel, evaluadas en cada

punto del espacio reciproco marcado por Kj. Este procedimiento es relevante porque logra
trasladar el analisis del espacio real -dificil por la lentitud de convergencia- al espacio reciproco,
donde las sumas convergen mucho mas deprisa gracias a la forma del integrando [Arfken 2013].

Es de utilidad recordar que la funcién de Hankel de primera especie y orden cero Hél)(kr) es
una solucién fundamental de la ecuacién no homogénea de Helmholtz en dos dimensiones
[Gémez 2004]:

Ecuacion 4.23
VZH, + k?Hy = 4i6(8 — p")

Haciendo uso de la siguiente propiedad fundamental de la transformada de Fourier en R™ [Stein
2003]:

Ecuacion 4.24
- 22 A >
FIAF1(E) = =[S £,
la ecuacion se transforma como:

Ecuacion 4.25

. KCT
(k2 — K?)Hg = —4ie®n?' = Hy = _ He
K Ko (k2 - K

con

7 N [ s o
Hg = fHo e P d?p y Ho= (%) fdeH,? e~ Knp

Por tanto, la suma S, (w, 0) se puede escribir como:
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Ecuacion 4.26

+ oo Prd

elKh'/_))

So(w,0) = —4i
—_— w
h=—o (Kh Kh - (?

7] — o (Z11)

Para obtener el caso general S, (a), I?), se aplica de nuevo una propiedad de las transformadas
de Fourier [Stein 2003]:

= —
“Sea fe'*P con transformada de Fourier TI?(K) integrable en un recinto de 4rea A4, aunque f
— -
no sea integrable en este recinto, su transformada de Fourier simplemente sera TI?(K + k)”.
Se tiene, entonces, que:

Ecuacion 4.27

4i S ei0np w
-= ~ Ho (2151
Ah:—oo (Q_h)Q_h)_(%)2> O(C p)

con Q_h) =K+ fh)yA = a? para una celda de la red cuadrada [Gémez 2004].

So((l), I?) =

Volviendo a la ecuacién inicial para un [ arbitrario:

Ecuacion 4.28

+o0
(0, K) = Z H, (%|ﬁ_1Tp|)eu¢p KRy _ (%|,3|)
¥

El objetivo pasa a ser obtener esta expresién en coordenadas polares, con g = (p, ¢) y R_p) =
(Rp, ¢p), para poder proyectarla sobre funciones de Bessel y hacer integraciones angulares.

El teorema de adicion de las funciones de Hankel [Morse 1953], establece que para p < R,:

Ecuacion 4.29

+00
L = w w o
BB = ) P (CRo)0 (o) e
l=—0o0

donde J; es la funcién de Bessel de primera especie y orden L. Con esta expansidn se consigue
separar de forma explicita la dependencia angular de la radial, lo cual permite proyectar el
campo sobre modos angulares [, facilitando considerablemente la evaluacion de integrales y la
identificacion de contribuciones modales individuales [Watson 1995].

Entonces, se puede desarrollar:

Ecuacion 4.30

[oe]

o(.R) = ) Ho (215~ Tyl) % o (2171

p=—00
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_ Z {Z ell(Bp=0) | (%p) H, (%Rp)}eiiﬂ_é —H, (%p)

p=—0o0 l
de forma que se obtiene:

Ecuacion 4.31

So(w, I?) = Z e~ie |, (?p) Sl(w,l?,p = 0)

l

Esta expresion permite descomponer la suma como una superposicion de modos angulares. De
manera que cada término representa una contribucién especifica de orden [, que puede ser
evaluada individualmente usando propiedades ortogonales de las funciones de Bessel [Colton
2013].

Por otra parte, a partir de la Ecuacion 4.27:

Ecuacion 4.32

, Fx o
45 IS e ]
=—00 C =—00
conp = (p, )y Qn = (Qn, d1), luego [Gémez 2004]:
Ecuacion 4.33
Z e 1], (%P) Si(w,K,p=0)
1
+00 +00
4i N , J1(@rp) w
- ( )l ilp ilpp —H. (=
AIZOO i)e hzme (Q_,:Q_,;—(%f) O(CP)

Integrando en ¢:

Ecuacion 4.34

+00
4i (D) - J1(Qwp) w
0 Z el o (T 0(—P)5lo
_— C
h==co (Qh Qn — (?) )
y aplicando las siguientes propiedades de la integracion de funciones de Bessel y de Neumann
[Watson 1995]:

11 (%) Su(@.R,p = 0) = -
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Ecuacion 4.35
. a
f EH)(bE)dE = E]Hl(ba)
0
Ecuacion 4.36
l+1l|
f EWIN (bE)dE = Nm(ba) + E)
se obtiene:
Ecuacion 4.37
]l+1( )Sz(w Kp—O)
w + 00 . .
= —4(])+1 (?) elldn Ji+1(Qra) i w i 21+1n
= —4(i) A On (7 (A 1(?‘1) N ]
e O (@e-(9)) (2)

luego finalmente la expresion que se buscaba es [Gomez 2004]:

Ecuacion 4.38

20 4P| S 1w

(@) hzm@(@@—(%)z) |

donde Q, = K +K,, y A = a?. Esta expresion final para So(w,K) representa el resultado

1 w

|

So(a),l_()) = —

a) +

completo de la reconstruccién del campo dispersado.

Para analizar la convergencia de la serie por el método computacional, es util representar la

3{So(@K)}

parte imaginaria de la suma, — (w ) , frente a la frecuencia ;)— [Gémez 2004], con:

Ecuacion 4.39

3{So(w, K)} 1 1w 1 J1 (K@)
- = _N1 +——F Z
4 N1 (%P) 4 ( ) Zna( Ky ( 9)2)
donde se ha fijado K=0 yK_h) = %n{hlﬁx + hy0, }, h = (hq, hy).

Cabe mencionar la definicion fundamental de la funcion de Hankel [Arfken 2013]:

Ecuacion 4.40

H®P (x) = J,(x) + iN, (x)

gue establece la funcion de Neumann N,,(x) como la parte imaginaria de Hél)(x).
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Cada punto graficado representard el valor de la parte imaginaria de la suma para un Unico valor
de w, con una suma sobre h. El calculo numérico consiste en evaluar todos los términos y
guardar ese valor como un punto del grafico. Para mas detalles, ver el Cédigo empleado.

Primero se genera un rango de indices enteros (hq, h,) € [-N, N] X [N, N] que representa
las dimensiones de la red y da lugar a un total de (2N + 1)? términos en el sumatorio, con
objetivo de controlar el truncamiento de la serie infinita.

Se ha elegido comparar las graficas resultantes para una red de 9 cilindros, donde N = 3 y se
obtienen 121 términos de la suma, y para una red de 6561 cilindros, donde N = 18y se obtienen
1369 términos. En ambos casos se han representado 40 puntos en el vector utilizado para el eje
X. Adicionalmente, se ha anadido la curva continua correspondiente al caso N = 3 para ilustrar
la exactitud del célculo.

80
® N=3(121 términos)
[OJ N =18(1369 términos)
60 A
40 A

—40 4
_60 .
_80 T T T T T T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
waf2mnc

Figura 4-2: Representacion grdfica del cdlculo de la parte imaginaria de la suma frente a la frecuencia para una red
de 9 cilindros (circulos) y 6561 cilindros (cuadrados).

Como se puede observar, la suma converge en 0 de forma exacta, a excepcién de divergencias
causadas por el polo simple que se genera en el denominador del sumatorio. De forma que,
cuando el vector de onda incidente coindice con un modo de la red reciproca, se cumple:

Ecuacion 4.41
w
c

Qn =

y se anula el denominador, haciendo que la funcién diverja e indicando una singularidad
espectral de Green en medio periédico [McPhedran 1999].
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El hecho de que se obtenga la misma curva variando las dimensiones de la red demuestra la
rapida convergencia de la serie. Aun asi, la convergencia se podria acelerar repitiendo el ultimo
proceso de integracién las veces que sea necesario [Gémez 2004].

4.3 Estructura de bandas

De cara al analisis de la formacion de bandas en el cristal Rayleigh, se tiene en cuenta que este
estudio se centra en una constante dieléctrica € independiente de la frecuencia y considera
longitudes de onda lejanas de las resonancias de Mie de los cilindros.

Ademas, es importante valorar la naturaleza compleja de la constante dieléctrica, cuya parte
imaginaria podria complicar notablemente la resolucién del problema.

Si se asume que la absorcidn del sistema es lo suficientemente débil, se pueden tratar sus
efectos de forma perturbativa y considerar Unicamente la parte real de la constante dieléctrica
en la ecuacidon de bandas [Gomez 2004].

En tal caso, la Ecuacion 4.17 siempre se cumple:

Ecuacion 4.42

" 1 .
R{So(w,K)} = S{E} =-1y Qn€eR

y el estudio se centra en la Ecuacion 4.16, sustituyendo a través de la Ecuacion 4.39:

Ecuacion 4.43

m{mlzf} _]1 (%p

1 1 J1(Qra)
) ZNl(%a)-l_Zna(w ZQh< 1 h;)2> =0

C

. s o . . . wa
De cara a la representacion grafica, es de utilidad realizar el cambio de variable x = Py de
manera que:

Ecuacion 4.44

x 1 J;2rQ"y)
42 - Q'rn(Q'% —x?)

1 1
- 23S} = TN @) +

_
J12rp'x) | 4

, . 2 o
donde Q', = Q2 + Qf, , al haber sacado factor comun de 7” en todos los términos Q.

En ausencia de absorcidn y para scattering isétropo, 91{4 f} se comporta como una funciéon

monadtona decreciente [Gdmez 2004] y puede graficarse para un valor dado de €. Por otro lado,

-
la parte imaginaria de So(a), K), como ya se ha demostrado, presenta una serie de divergencias.
Asi, la ecuacién de bandas tendra al menos tantas soluciones como divergencias contiene la
suma [Gémez 2004].
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. . . . . 3{So(w,K
La estrategia del calculo computacional serd, por tanto, obtener y graficar: —M para el

= 2 . g 1
punto M (K = 7” (0.5, 0.5)) de la primera zona de Brillouin (Figura 3-1) y R {m} parae =11.9
(silicio cristalino), frente a la frecuencia.
Los puntos de corte entre ambas curvas seran las soluciones de la ecuacién de bandas para el
punto M. Al evaluarse posteriormente para distintas direcciones de simetria, sera posible
construir la estructura de bandas del cristal de estudio.

Dado que el contraste dieléctrico no varia considerablemente con la frecuencia, para estudiar la
estructura de bandas del cristal, se puede considerar una ¢ efectiva constante. Es decir, se puede
tratar la propagacién de ondas en el medio periédico como si este tuviera una respuesta efectiva
homogénea [Botten 2001]. En este contexto, la constante dieléctrica efectiva &, se aproximara
a la constante fisica real del material, en este caso, la del silicio.

En este régimen, la parte real de la amplitud de scattering f (w) puede considerarse una funcién
. . 1

suave con la frecuencia, marcando la dependencia de la curva ER{E} En concreto, para un

cilindro dieléctrico, la amplitud de scattering para el modo [ = 0 se comporta como [Sakoda

2001]:

Ecuacion 4.45

1
- In(wa) + cte.

f(w)

Si ademas se asume que la constante dieléctrica no varia con la frecuencia y las longitudes de
onda son largas, como es el caso, entonces el coeficiente de dispersion se puede expandir en
potencias de w, y tipicamente [Sakoda 2001]:

Ecuacion 4.46

f(w) o« w?
De forma que, para ,¢ constante, ‘R{#} decrece proporcionalmente a w ™2 [Gémez 2004],

. 3{So(w,K . .
mientras que — w crece suavemente con w y diverge en puntos determinados.

Por lo que se deduce que, dado que una funcidon es mondtonamente decreciente y la otra es
mondtonamente creciente con una divergencia vertical, es inevitable que se corten una Unica
vez antes de la divergencia -si lo hacen- o justo en la divergencia, si no alcanzan a cortarse antes.
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Figura 4-3: Cdlculo y representacion de — M para el punto M, K= %ﬂ (0.5,0.5).

La estructura de bandas se obtendra entonces, recorriendo las direcciones de maxima simetria
de la primera zona de Brillouin (Figura 3-4).

ky
>

K
Figura 4-4: Camino recorrido en el espacio reciproco.

En la siguiente figura se representa finalmente el calculo de la estructura de bandas, como la
relacidn entre la variable x y el vector I?, obtenida para cilindros de silicio (¢ = 11.9) inmersos
en aire, para distintos radios de cilindro. El parametro a indica el radio del cilindro en
comparacién con el parametro de red de maneraquery, = a - a.

Por completitud se menciona que en este calculo se han utilizado la Ecuacion 8.6 y la Ecuacion

8.7 para calcular R {ﬁ}, en funcidon también de la variable x.
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Figura 4-5: Cdlculo y representacion de la estructura de bandas para una red de cilindros de silicio rodeados de aire.

Como se puede observar, a medida que aumenta el radio del cilindro, aumenta también el
tamanfio del gap entre la primera y segunda banda, hasta lograr un gap fotdénico completo en la
sub-figura correspondiente a @ = 0.18 [Gdmez 2004].

Es importante comentar el calculo matematico en la obtencién de esta figura, mas alla de lo ya
mencionado. En el desarrollo de la representacidon visual se detectaron dos bandas
perfectamente rectas que aparecian sistematicamente en todas las graficas. Al no estar
justificadas por la evolucién tedrica del trabajo, se ha tomado la decision de omitirlas en la
representacion visual con el fin de ofrecer una imagen mas fiel al contenido espectral real del
sistema.
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Para detectar y eliminar estos resquicios visuales no fisicos, se ha aplicado el algoritmo RANSAC
(Random Sample Consensus), una técnica de ajuste de modelos que identifica secuencias de
puntos que se alinean con una recta, ignorando los que no siguen esa tendencia.

Por ultimo, la Figura 4-5 pone de manifiesto la similitud del comportamiento del cristal Rayleigh
con los cristales semiconductores tradicionales, donde el control preciso del gap energético es
fundamental para sus aplicaciones electrénicas [Joannopoulos 2008].

Sin embargo, los cristales de Rayleigh ofrecen ventajas Unicas que potencialmente permitirian
operaciones mas rapidas y eficientes energéticamente. La posibilidad futura de integrarse en
dispositivos optoelectrénicos miniaturizados sugiere que estos cristales podrian desempefiar un
papel crucial en el futuro de la tecnologia, complementando o incluso sustituyendo a los
semiconductores tradicionales en ciertas areas.
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Capitulo 5. CONCLUSIONES

5.1 Conclusiones del trabajo

A lo largo del estudio se ha adquirido una comprensién sélida de los cristales Rayleigh y la teoria
formal de scattering, a la vez que se han aplicado conocimientos de muchas y diversas
asignaturas estudiadas en el grado, dando lugar a un resultado completo e interpretable.

Se puede concluir que el producto final del trabajo ha cumplido exactamente el objetivo general,
que consistia en ampliar el conocimiento actual sobre el scattering de luz generado en el interior
de un cristal Rayleigh, mediante la deducciéon y representacion de la correspondiente estructura
de bandas. Aun asi, el proceso podria haberse visto reforzado con calculos numéricos mas
robustos y estables, evitando asi la necesidad de aplicar técnicas adicionales como RANSAC para
filtrar resultados no deseados.

5.2 Conclusiones personales

Este trabajo ha supuesto para mi una experiencia muy enriquecedora tanto a nivel académico
como personal. A lo largo del desarrollo del TFG he podido profundizar en conceptos fisicos y
matemadticos avanzados que hasta ahora solo conocia superficialmente, y me ha dado la
oportunidad de enfrentarme por primera vez a una investigacion tedrica real.

Me ha resultado particularmente interesante el hecho de integrar distintas herramientas
matematicas, computacionales y fisicas -tanto conocidas como nuevas- para llegar a un
resultado tan preciso, partiendo de formalizar el modelo desde cero.

El estudio de los cristales Rayleigh me ha motivado a seguir por esta via y a valorar la
investigacion como camino profesional. Sin duda, ha sido uno de los proyectos mas exigentes y,
al mismo tiempo, mas gratificantes de mi etapa universitaria.
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Capitulo 6. FUTURAS LINEAS DE TRABAJO

Existen diversas posibles futuras lineas de investigaciéon que podian beneficiarse del valor de
este trabajo, tanto en el dmbito tedrico como en aplicaciones tecnoldgicas.

En primer lugar, se puede considerar que la propia aportacién computacional del trabajo abre
las puertas al estudio de otros materiales y geometrias de la red de cilindros, ya que el cédigo
ha sido generado de forma que es fdcil sustituir todos los pardmetros utilizados para explorar
algunas de las variaciones del problema.

En la linea de las variaciones del problema, es importante destacar que, dentro del modelo de
red cuadrada, compuesta por cilindros infinitos dieléctricos, con polarizacién S, este trabajo ha
abordado un caso especifico. Se ha tomado el caso de constante dieléctrica independiente de la
frecuencia, se ha considerado dispersidn isétropa en los cilindros y se han despreciado los
efectos de absorcién. Por lo que existe una gran cantidad de posibles casos de estudio que
surgen de variar las condiciones del cristal de Rayleigh, introduciendo nuevos escenarios como
la presencia de campos magnéticos, elementos dispersores asimétricos o materiales
anisétropos.

Cabe mencionar que algunos de estos campos especificos ya estan siendo estudiados, por
ejemplo, el comportamiento de estructuras helicoidales bajo campos magnéticos externos
[Lalanne 2007] y la aparicién de modos ligados en el continuo (BICs, Bound states in the
continuum) en cristales fotdnicos anisétropos [Shcherbakov 2023]. Sin embargo, muchos de
estos avances utilizan un enfoque cudntico o bien se limitan al caso de cristal foténico general.
Por tanto, una posible via de trabajo seria aplicar una perspectiva clasica de odptica y
electromagnetismo o adaptar los resultados al régimen de Rayleigh, en base a lo que se ha hecho
en este trabajo.

En el plano practico, es interesante pensar en los objetivos que quedaron fuera de este trabajo:
la elaboracion de una configuracién experimental, la busqueda de materiales que puedan
implementarse en este area de estudio o el andlisis de la viabilidad de los cristales Rayleigh en
computacion y su integracidon en circuitos convencionales. Hoy en dia estos asuntos representan
lineas de investigacidn activas y con un gran potencial transformador.

Por un lado, la implementacién especifica de cristales Rayleigh aln requiere estrategias de
fabricacion que reproduzcan geometrias sub-longitud de onda con precisién, lo cual
actualmente es un reto técnico y podria ser una extension experimental del presente trabajo.
Por otro lado, la integracién de los cristales Rayleigh en arquitecturas de computacidn déptica
constituye una linea emergente, enmarcada en la tendencia hacia el procesamiento fotdnico. Se
han propuesto dispositivos basados en cristales fotdnicos para operaciones logicas, memorias
Opticas y multiplexacion [Notomi 2010], pero el uso de configuraciones Rayleigh en este
contexto sigue siendo inexplorado y representa un campo prometedor.
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Capitulo 8. ANEXOS

Este capitulo contiene documentacion complementaria al proyecto, donde se incluyen la
declaracion del uso de herramientas de Inteligencia Artificial, los conceptos necesarios de la
teoria formal de scattering y el cddigo utilizado en cada seccion.

8.1 Uso de Inteligencia Artificial

En la elaboracién del presente trabajo, se ha recurrido a herramientas de IA para optimizar el
proceso de busqueda de referencias y generacién y mejora de cédigo. Estas herramientas han
sido fundamentales para garantizar la calidad y precisién en la presentacion de la informacion.

A continuacion, se detalla el uso especifico de estas herramientas, garantizando la transparencia
y el cumplimiento de los principios éticos en su aplicacion:

e Busqueda de referencias:
o Herramienta: Consensus.
o Funciones: busqueda vy sintesis de articulos académicos relevantes que apoyan
el marco tedrico.
o Ejemplo de prompt utilizado: “Provide an overview of studies related to light
scattering in Rayleigh crystals”.

e Generacién y mejora de codigo:

o Herramienta: ChatGPT-4 Turbo (OpenAl).

o Funciones: generacion de fragmentos de cddigo especificos, resolucién de
errores computacionales.

o Ejemplo de prompt utilizado: “Genera un cddigo de Python que grafique una red
plana de puntos equidistantes”.

o Comentarios: Se ha seleccionado ChatGPT-4 Turbo para esta tarea frente a otras
herramientas similares como Claude 3 (Anthropic), Phind o Google Gemini Pro
(Gemini 1.5) por su precisién en el manejo de graficos complejos soportados por
las librerias utilizadas (matplotlib, numpy, shapely, etc.) y capacidad de
mantener el contexto a largo plazo.

Cabe destacar que la Inteligencia Artificial ha sido una herramienta de gran apoyo durante el
desarrollo del trabajo, pero su utilidad estd completamente condicionada al criterio,
conocimientos y supervision de quien la emplea. En otras palabras, generar automaticamente
una figura careceria de sentido si yo, como autora original del proyecto, no comprendiera con
precision los conceptos fisicos (Capitulo 1) que hay detras y no estuviera presente para guiar,
corregir y ajustar el resultado obtenido.

Por tanto, lejos de sustituir el trabajo intelectual, estas tecnologias han servido como medio para
potenciarlo, al tiempo que han contribuido significativamente al desarrollo de mis competencias
en el uso de la Inteligencia Artificial.
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8.2 Cddigo empleado

A continuacidn, se detalla el cédigo utilizado para cada seccidn del trabajo. El lenguaje de
programacion es Python y la herramienta elegida para la generacion y representacién de
graficos y esquemas es Jupyter Notebook.

8.2.1 Modelo (Seccion 3.2.3)

Cddigo utilizado para la generacion de esquemas visuales del cristal bidimensional a considerar.

8.2.1.1 Figura 3-1

# Librerias necesarias: Matplotlib (con toolkit 3D) y NumPy

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D # habilita grdaficos 3D en Matplotlib

# PARAMETROS

a=1.5 # Pardmetro de red

r=20.3 # Radio del cilindro

nx==e # Numero de cilindros en direccidn x
ny=25 # Numero de cilindros en direccidén y
height = 3.0 # Altura del cilindro

# FIGURA Y EJE 3D
fig = plt.figure(figsize=(10, 8)) # Tamano de la figura
ax = fig.add subplot(1l1ll, projection='3d') # Crear ejes 3D

# DIBUJAR CILINDRO
def draw cylinder(x0, y0, r, h, resolution=30):

mn

Genera un cilindro vertical (eje z) centrado en (x0, y0) con radio r y altura h.
theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, resolution)

z = np.linspace(0, h, 2)

theta, z = np.meshgrid(theta, z)

x = r * np.cos(theta) + x0

y = r * np.sin(theta) + yO0

ax.plot surface(x, y, z, color='silver', edgecolor='k', linewidth=0.1)

# GENERAR RED DE CILINDROS
for i in range(n x):
for j in range(n_ y):
x =1 * a
y=13%*a
draw_cylinder(x, y, r, height)

# SISTEMA DE EJES COORDENADOS

arrow length = 2.0 # Longitud de las flechas

origin = [n x * a + 1.5, -2.0, 0.0] # Origen del sistema
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# Flechas para cada eje
ax.quiver(*origin, arrow_length, 0, 0, color='black', arrow length ratio=0.1l) # Eje x

ax.text (*(np.array(origin) + [arrow length + 0.6, 0.8, 0.1]), 'x', fontsize=14)

ax.quiver(*origin, 0, arrow length, 0, color='black', arrow length ratio=0.1l) # Eje y
ax.text (*(np.array(origin) + [0, arrow length - 0.55, -0.35]), 'y', fontsize=14)

ax.quiver(*origin, 0, 0, arrow length, color='black', arrow length ratio=0.1l) # Eje z

ax.text (*(np.array(origin) + [0, -0.1, arrow length + 0.15]), 'z', fontsize=14)

# ENMARCAR LOS EJES

# Limites del marco

rect x = [origin[0] - 0.5, origin[0] + arrow_length + 0.7]

rect y [origin[1l] - 0.5, origin[l] + arrow length + 0.5]

rect z [origin[2], origin[2] + arrow length + 0.5]
# Aristas verticales
for x in rect x:
for y in rect y:
ax.plot ([x, x], [y, yl, [rect z[0], rect z[l]], color='black',
linestyle='dotted', linewidth=1)

# Aristas horizontales
for z in rect z:

ax.plot([rect x[0], rect x[1]1], [rect y[0], rect y[0]], [z, z], color='black',
linestyle='dotted', linewidth=1)

ax.plot([rect x[0], rect x[1]1], [rect y[1], rect y[1l]], [z, z], color='black',
linestyle='dotted', linewidth=1)

ax.plot([rect x[0], rect x[0]], [rect y[0], rect y[1l]], [z, z], color='black',
linestyle='dotted', linewidth=1)

ax.plot([rect x[1], rect x[1]1], [rect y[0], rect y[1]], [z, z], color='black',
linestyle='dotted', linewidth=1)

# AJUSTES DE ESTILO Y EXPORTACION

ax.set box aspect([n_x*a, n_y*a, height]) # Relacidn de aspecto 3D

ax.view init(elev=20, azim=35) # Angulo de visidn 3D: elevacidn y azimut
ax.grid(False) # No cuadricula

ax.axis('off') # Ocultar ejes y ticks

plt.tight layout() # Optimiza uso del espacio

# Exportar imagen PNG (300 dpi)
plt.savefig("figura 3-1.png", dpi=300, bbox inches='tight')

plt.show()

8.2.1.2 Figura 3-2

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
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# PARAMETROS DE LA RED

a=1.0 # Pardmetro de red

r=20.3 # Radio del cilindro

n =2 # Dimensidn de la red (2x2)

# CREAR FIGURA
fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 6))

# CILINDROS
for i in range(n):
for j in range(n):
# circulo centrado en (i*a, j*a) (seccidn transversal del cilindro)
circle = plt.Circle((i*a, j*a), r, color='gray', ec='black', lw=1l)

ax.add patch(circle) # anadir el circulo al eje

# CELDA UNIDAD
square = plt.Rectangle((0, 0), a, a, fill=False, color='black', linestyle='--"',
linewidth=1.5)

ax.add patch(square) # celda cuadrada discontinua

# MARCAR EL RADIO r 0
# flecha doble entre centro (0,0) y punto a distancia r en x
ax.annotate('', xy=(0, 0), xytext=(r, 0),
arrowprops=dict (arrowstyle='<->"', 1lw=1.5))
# etiqueta r_0
ax.text(r/2, 0.05, r'sr 05', ha='center', va='bottom',
fontsize=16, fontweight='bold")

# MARCAR DISTANCIA a
centerl = (0, (n-1)*a) # centro cilindro superior izquierdo

center2 = (a, (n-1)*a) # centro cilindro superior derecho

# flecha doble entre centros
ax.annotate('', xy=centerl, xytext=center2,
arrowprops=dict (arrowstyle='<->"', 1lw=1.5))
# etiqueta a
ax.text ((center1[0] + center2[0]) / 2, centerl[l] + 0.1, r'Sa$', ha='center',
fontsize=16, fontweight='bold")

# AJUSTES

ax.set x1im(-0.6, (n-1)*a + 0.6) # limites horizontales
ax.set ylim(-0.6, (n-1)*a + 0.6) # limites verticales
ax.set aspect('equal') # relacion 1:1
ax.axis('off") # ocultar ejes y ticks

plt.tight layout()

# EXPORTAR IMAGEN PNG
plt.savefig("figura 3-2.png", dpi=300, bbox inches='tight')

plt.show()

48



Scattering de luz por un cristal Rayleigh Universidad

Carlota Gonzalez Ruiz Europea

8.2.1.3 Figura 3-3

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

# PARAMETROS
a=1

n _points = 5 # Se representan n points - 1 (4x4)

# RED DIRECTA
def plot real lattice(ax):
for i in range(n points - 1):
for j in range(n points - 1):
# Circulos -> Cilindros desde arriba
ax.add patch(plt.Circle((i*a, j*a), 0.4, color='lightgray', zorder=0))

ax.plot(i*a, j*a, 'ko', markersize=4, zorder=1l)

# VECTORES PRIMITIVOS

ax.quiver(0, 0, a, 0, angles='xy', scale units='xy', scale=1l, color='black',
width=0.015)

ax.quiver(0, 0, 0, a, angles='xy', scale units='xy', scale=l, color='black',
width=0.015)

ax.text(a*1.2, 0, r'sS\vec{u} x$', fontsize=24)

ax.text (0, a*l.2, r'S\vec{u} y$', fontsize=24)

# AJUSTES

ax.set aspect('equal')

ax.set x1im(-0.5, n points - 1)
ax.set ylim(-0.5, n points - 1)

ax.axis('off")

# TITULO
x centro = ((1 + 2) / 2) * a
y top = n points - 1 - 0.1

ax.annotate('a)', xy=(x_centro, y top), fontsize=28, ha='center')

# Recuadro negro
ax.add patch(plt.Rectangle(
(-0.5, -0.5), n points - 1, n points - 1,

linewidth=1.5, edgecolor='black', facecolor='none'))

# RED RECIPROCA
def plot reciprocal lattice(ax):
b =2 * np.pi / a

n = n_points - 1
for i in range(n):
for j in range(n):

ax.plot(i*b, j*b, 'ko', markersize=4, zorder=1)

ax.quiver(0, 0, b, 0, angles='xy', scale units='xy', scale=1l, color='black',
width=0.015)
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ax.quiver(0, 0, 0, b, angles='xy', scale units='xy', scale=l, color='black',
width=0.015)

ax.text (b*1.2, 0, r'S\frac{2\pi}{a}\vec{u} x$', fontsize=24)
ax.text (0, b*1.2, r'S\frac{2\pi}{a}\vec{u} y$', fontsize=24)

ax.
ax.

ax.

X C
y t

ax.

ax.

# CREAR
fig, ax
plot re
plot re

set _aspect('equal')
set x1im(-0.5*b, (n - 1 + 1)*Db)
set _ylim(-0.5*b, (n - 1 + 1)*Db)

.axis('off!")

entro = ((1L + 2) / 2) * b
op = (n -1+ 1)*b - 0.1

annotate('b) ', xy=(x centro, y top), fontsize=28, ha='center')

add patch(plt.Rectangle(
(-0.5*b, -0.5*pb), (n - 1 + 1)*b, (n - 1 + 1)*b,

linewidth=1.5, edgecolor='black', facecolor='none'))

Y GUARDAR IMAGEN
s = plt.subplots(l, 2, figsize=(12, 6))
al lattice(axs[0])
ciprocal lattice(axs[1l])

plt.tight layout()

plt.sav

efig("figura 3-3.png", dpi=300, bbox inches='tight")

plt.show()

8.2.2 Introduccién tedrica (Seccion 4.1)

8.2.2.1

# Neces

# pip 1

Figura 3-4

ario tener instalado shapely

nstall shapely

import matplotlib.pyplot as plt

import
from sh

from sh

a) Pr
=1

2 *
=5

= np.
= np.
Xg, Yg

points

KX OB OO0 %
[}

origin

lines =
for p i
if

numpy as np
apely.geometry import LineString, Point

apely.ops import polygonize, unary union

imeras 8 zonas de Brillouin

np.pi / a

arange(-n, n + 1) * b

arange(-n, n + 1) * b

= np.meshgrid(x, y)

= np.column_stack([Xg.ravel(), Yg.ravel()])
= np.array ([0, 0])

[1

n points:

np.all(p == origin):
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continue
mid = (p + origin) / 2
direction = p - origin
normal = np.array([-direction[l], direction[0]])
normal = normal / np.linalg.norm(normal)
far = 3 * b
pl = mid + normal * far
p2 = mid - normal * far

lines.append(LineString([pl, p2]1))

merged = unary union(lines)

regions = list(polygonize (merged))

def brillouin zone(region, origin, lines):
center = region.representative point()

return sum(line.crosses(LineString([origin, center])) for line in lines)

zone map = {}
for region in regions:
zone = brillouin zone(region, Point(origin), lines)
if zone not in zone map:
zone map[zone] = []

zone_map[zone] .append(region)

zonal = min(regions, key=lambda r: r.centroid.distance(Point (origin)))

colores = [
"#91c4f2", "#b9e3c6", "#£9d28c", "#f2alal",
"#deb5f2", "#£7c9e3", "lavender", "#dddddd",

# b) Direcciones de simetria en la la ZB

1 =2 * np.pi

half 1 =1/ 2

Gamma = np.array([0, 0])

X = np.array([half 1, 0]) # Punto X

X arrow = np.array([1l, 0]) # Extremo de la flecha horizontal
Y = np.array ([0, 11)

M = np.array([half 1, half 1])

azul marino = "#0a2f5c"

num lines = 4

# FIGURA TOTAL
fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(13.5, 6))

# FIGURA a)

ax = axs|[0]

patch = np.array(zonal.exterior.coords)

ax.fill (*patch.T, color=colores[0], edgecolor='black', linewidth=0.5)
zona usada = {zonal.wkt}

color idx =1

for zone in range(1l, 8):
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if zone in zone map:
for region in zone map[zone]:
if region.wkt in zona usada:
continue
patch = np.array(region.exterior.coords)
ax.fill(*patch.T, color=colores[color idx], edgecolor='black',
linewidth=0.5)
if color idx < len(colores) - 1:
color_idx += 1
for line in lines:
x, y = line.xy
ax.plot(x, y, color='black', linewidth=0.5, alpha=0.3)
ax.plot(points[:, 0], points[:, 1], 'ko', markersize=2)
lim = b * (n + 0.5)
ax.set xlim(-lim, 1im)
ax.set ylim(-lim, 1im)
ax.set aspect('equal')
ax.axis('off")
ax.text(0, lim + 2.7, 'a)', fontsize=28, ha='center')
ax.add patch(plt.Rectangle((-1lim, -1lim), 2 * lim, 2 * lim,
linewidth=1.5, edgecolor='black', facecolor='none'))

# FIGURA b)
ax = axs[1]
grid range = np.arange(-2 * 1, 2.5 * 1, 1)
for xg in grid range:
for yg in grid range:

ax.plot(xg, yg, 'ko', markersize=4)

# la zona de Brillouin
ax.add patch(plt.Rectangle(
(-half 1, -half 1), 1, 1,
facecolor="#91c4f2", edgecolor='black', linewidth=1.5, zorder=1

))

# Lineas discontinuas
X hmax = 2.6 * 1
for i in range(-num lines, num lines + 1):
y line = half 1 + i * 1
ax.plot([-1.5 * 1, x hmax], [y line, y line], linestyle='--', color='black',
zorder=1)
for i in range(-num lines, num lines + 1):
x line = half 1 + 1 * 1
ax.plot([x line, x line], [-2 * 1, 2.5 * 1], linestyle='--', color='black',

zorder=1)

# Flechas
ax.annotate("", xy=X arrow, xytext=Gamma,

arrowprops=dict (arrowstyle="->", 1lw=1.5, color='black'), zorder=2)
ax.annotate("", xy=Y, xytext=Gamma,

arrowprops=dict (arrowstyle="->", lw=1.5, color='black'), zorder=2)
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# Etiquetas

ax.text (Gamma[0] - 1.1, Gamma[l], r'$\Gamma$', fontsize=24, va='center', zorder=3)

ax.text (M[0] + 0.75, -1.5, r'SxS', fontsize=24, ha='center', zorder=3)
ax.text (M[0] + 0.4, M[1] + 0.25, r'SMS', fontsize=24, zorder=3)
ax.text (X arrow[0] + 0.4, -0.3, r'S\frac{2\pi}{a}$', fontsize=24, zorder=3)
ax.text (0.5, Y[1] + 0.4, r'S\frac{2\pi}{a}$', fontsize=24, zorder=3)

# Puntos Gamma, X, M
ax.plot (*Gamma, 'o', markersize=6, color=azul marino, zorder=4)
ax.plot (*X, 'o', markersize=6, color=azul marino, zorder=4)

ax.plot (*M, 'o', markersize=6, color=azul marino, zorder=4)

# Ajustes figura b
ax.set xlim(-1.2 * 1, 2.6 * 1)
ax.set ylim(-1.8 * 1, 2.2 * 1)
ax.set aspect('equal')
ax.axis('off'")
ax.text(0.7 * 1, 2.5 * 1 - 0.5, 'b)', fontsize=28, ha='center')
ax.add patch(plt.Rectangle(
(-1.2 * 1, -1.8 * 1), 3.8 * 1, 4 * 1,
linewidth=1.5, edgecolor='black', facecolor='none'

))

# GUARDAR IMAGEN

plt.tight layout()

plt.savefig("figura 3-4.png", dpi=300, bbox inches='tight')
plt.show()

8.2.2.2 Figura 4-1

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# CRISTAL 1-D
def draw 1ld(ax):
for i in range(8):
color = 'lightgray' if i % 2 == 0 else 'dimgray'
ax.bar3d(i, 0, 0, 1, 8, 8, color=color, shade=True)
ax.set _title('1-D', fontsize=16)
ax.set x1im(0, 8)
ax.set ylim(0, 8)
ax.set zlim(0, 8)

ax.axis('off")

#CRISTAL 2-D
def draw_2d(ax):
for i in range(8):
for j in range(8):
color = 'lightgray' if (i + j) % 2 == 0 else 'dimgray'

ax.bar3d(i, j, 0, 1, 1, 8, color=color, shade=True)
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ax.set title('2-D', fontsize=16)
ax.set x1im(0, 8)
ax.set ylim(0, 8)
ax.set zlim(0, 8)
ax.axis('off")
# CRISTAL 3-D
def draw_3d(ax):
for i in range(8):
for j in range(8):
for k in range(8):
color = 'lightgray' if (i + § + k) % 2 == 0 else 'dimgray'
ax.bar3d(i, j, k, 1, 1, 1, color=color, shade=True)
ax.set title('3-D', fontsize=16)
ax.set x1im(0, 8)
ax.set _ylim(0, 8)
ax.set zlim(0, 8)
ax.axis('off")
# GRAFICO Y SUBGRAFICOS
fig = plt.figure(figsize=(15, 5))
axl = fig.add subplot (131, projection='3d")
draw_1d(axl)
ax2 = fig.add subplot (132, projection='3d")
draw_2d(ax2)
ax3 = fig.add subplot (133, projection='3d")
draw_3d(ax3)
plt.tight layout()
# GUARDAR IMAGEN
plt.savefig("figura 4-1.png", dpi=300, bbox inches='tight')
plt.show()
8.2.3 Convergencia de la ecuacion de bandas (Seccion 4.2.2)
8.2.3.1 Figura4-2
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.special import jl, yl
# PARAMETROS
rho rel = 0.85 # rho rel = rho/a, se elige este valor para mejor visualizacion

N_continuo = 10 # Numero de términos para la linea continua
x vals = np.linspace(0.05, 0.91, 1000) # x = w a / 2m c
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# FUNCION PARA CALCULAR -1/4 Im{Sp(x)} para un valor dado de N
def calcular ImSO0 4(x_array, N):

# Se generan los K h = (2n/a) (hl, h2)
h vals = np.arange(-N, N + 1)

hl, h2
hl = hl.flatten()
h2 = h2.flatten()

np.meshgrid(h_vals, h vals)

# Se asume K=0

# O h = |K h| = sqrt(hl? + h2?)
K h = np.sqrt(hl**2 + h2%%*2)

K h[K h == 0] = le-10

# Funcidén de Bessel J1(2 pi K h)
J1 Kha = j1(2 * np.pi * K h)

# Vector vacio para almacenar los resultados

ImSO 4 = np.zeros_ like(x_array)

for i, x in enumerate(x_array):

# Sumatorio: Yy [1/Q h] * [J1(Q h a) / (Q h? - (w/c)?)]

# Denominador: K h? - (x)?

denom = K _h**2 - x**2

denom[np.abs (denom) < le-10] = le-10 # Evitar divisidn por cero

sum_term = np.sum((l / K h) * (J1 Kha / denom)) # con numpy, evitar otro bucle

# Funcidén de Neumann N1 (2 pi x)

N1 omegaa ¢ = yl(2 * np.pi * x)

# Factor suelto

correction term =1 / (4 * np.pi**2 * x)

# Valor total sin dividir por J1(2 pi rho' x)

total sum = N1 omegaa c + correction term + (x / (4 * np.pi**2)) * sum term

# Funcidn de Bessel JI (2 pi rho' x)
J1_omegarho ¢ = jl1(2 * np.pi * rho rel * x)

epsilon = le-10 # tolerancia

# -Im(5_0)/4
ImSO _4[i] = total sum / (J1 omegarho c + epsilon * np.sign(J1l omegarho c))

return ImSO_4

# CURVA CONTINUA

ImSO_4 continuo = calcular ImSO_4(x vals, N=N_continuo)

# CURVAS N = 3 y N = 18

x vals sparse = np.linspace(0.05, 0.91, 40) # 40 puntos
ImSO_4 N3 = calcular ImSO_4(x vals sparse, N=3)

ImsO_4 N18 = calcular ImSO 4(x_vals sparse, N=18)
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# GRAFICA
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 5))
ax.plot(x vals, ImSO 4 continuo, color='black', linewidth=1)

# N = 3: Circulos
ax.scatter(x vals sparse, ImSO_4 N3, facecolors='black', edgecolors='white',

marker="'o', s=45, zorder=3, label='N = 3 (121 términos)"')

# N = 18: Cuadrados
ax.scatter(x vals sparse, ImSO 4 N18, facecolors='none', edgecolors='black',
marker="'s', s=85, linewidths=1.5, zorder=4, label='N = 18 (1369 términos)")

# EJES Y FORMATO

ax.set x1im(0.05, 0.911)

ax.set ylim(-80, 80)

ax.set xticks(np.linspace(0.1, 0.9, 9))

ax.set xlabel(r"S\omega a / 2\pi c$", fontsize=12)

ax.set _ylabel(r"S-\frac{l}{4} \, \mathrm{Im}\{S 0(x)\}S$", fontsize=12)
ax.axhline(0, color='gray', linestyle='--', linewidth=0.8)
ax.legend(fontsize=10)

ax.grid(False)

# GUARDAR IMAGEN

plt.tight layout()

plt.savefig("figura 4-2.png", dpi=300, bbox inches='tight')
plt.show()

8.2.4 Estructura de bandas (Seccion 4.3)

8.2.4.1 Figura4.3

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.special import jl, yl

# Parametros

epsilonl =1

epsilon2 = 11.9

delta eps = epsilon2/epsilonl - 1

alpha =1

rho rel = 1.01

N = 15

x vals = np.linspace(0.01, 1.0, 1000) # evitamos x = 0

def calcular ImSO con K(x array, Kx, Ky):
h vals = np.arange(-N, N+1)
hl, h2 = np.meshgrid(h vals, h vals)
hl = hl.flatten()
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h2 = h2.flatten()

ox hl + Kx

Qy h2 + Ky

O h = np.sqrt(Qx**2 + Qy**2)
Q h[Q h == 0] = le-10

ImSO_4 = np.zeros_like(x_array)
for i, x in enumerate(x array):

denom = Q h**2 - x**2

denom[np.abs (denom) < le-10] = le-10

J1l Qha = jl1(2 * np.pi * Q h)

sum_term = np.sum((l / Q h) * (J1 Qha / denom))

Hl=hankell (1,2 * np.pi * x)/4

correction term =1 / (4 * np.pi**2 * x)

total sum = HI1 + 1j * (correction term + (x / (4 * np.pi**2)) * sum term)
Jl rho = j1(2 * np.pi * rho rel * x)

epsilon = le-8 # tolerancia

# -Im(S_0)/4

ImSO 4[i] = np.imag(total sum / (J1 rho + epsilon * np.sign(Jl rho)))

return ImSO_4

# Evaluamos para K=M
Kx, Ky = 0.5, 0.5

Im vals = calcular ImSO_con K(x_vals, Kx, Ky)

# Eliminamos NaNs para evitar cortes visuales
mask = ~np.isnan(Im vals)
x vals clean = x vals[mask]

Im vals clean = Im vals[mask]

# Grafico completo

plt.figure(figsize=(8, 6))

plt.plot(x vals clean, Im vals clean, label=r"S-\frac{l}{4} \Im S 0(x)$", color='black',
linewidth=2)

plt.xlabel(r"Sx = \omega a / 2\pi c$", fontsize=12)

plt.ylabel ("S-\Im S 0/45", fontsize=12)

plt.x1lim(0, 1)

plt.ylim(-1, 1)

plt.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)

plt.legend()

# Guardar figura

plt.tight layout()

plt.savefig("figura 4-3.png", dpi=300, bbox inches='tight')
plt.show()
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8.2.4.2 Figura4.4

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Vectores de la zona de Brillouin
pi a = np.pi

p_Gamma = (0, 0)

p X = (pi_a, 0)

p_M = (pi_a, pi_a)

# FIGURA
fig, ax = plt.subplots(figsize=(5, 5))

# 1% ZONA DE BRILLOUIN

L =pia

square = plt.Rectangle((-L, -L), 2*L, 2*L, fill=False, linestyle='--', linewidth=1)
ax.add patch(square)

# RECORRIDO I' - X - M - T

camino = [p Gamma, p X, p M, p_Gamma]
camino = np.array(camino)
ax.plot(camino[:,0], camino[:,1], color='blue', linewidth=1.5)

# Afadir flechas en cada segmento
for i in range(len(camino)-1):
start = camino[i]
end = camino[i+1]
dx, dy = end[0] - start[0], end[1l] - start[l]
ax.arrow(start[0], start[l], dx, dy, head width=0.15, head length=0.15, fc='blue',

ec='blue', length includes_head=True)

# Etiquetar puntos de alta simetria

ax.text(p Gamma[0]-0.2, p Gamma[l]-0.2, r'S\GammaS', fontsize=14)
ax.text (p_X[0]+0.1, p X[1]-0.1, r'S$XS', fontsize=14)

ax.text(p M[0]+0.1, p M[1]+40.1, r'SMS', fontsize=14)

# AJUSTES DEL GRAFICO

ax.set xlim(-1.2*L, 1.2%*L)

ax.set ylim(-1.2*L, 1.2%*L)

ax.set aspect('equal')

ax.set xlabel(r'Sk x$', fontsize=12)
ax.set _ylabel(r'Sk yS$', fontsize=12)
ax.grid(False)

ax.set xticks([])

ax.set yticks([])

# Guardar figura

plt.tight layout()

plt.savefig("figura 4-4.png", dpi=300, bbox inches='tight')
plt.show()
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8.2.4.3 Figura4.5

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.special import jl, hankell

from sklearn.linear model import RANSACRegressor

# Pardmetros

epsilonl = 1 # medio externo
epsilon2 = 11.9 # cilindro

delta eps = epsilon2 / epsilonl - 1
rho_rel =1

N = 15

x vals = np.linspace(0.01, 1.0, 1000)

# Funcidén Re (1/4nf)

def calcular Reinv 4pif(x, alpha):
u=2%*np.pi * alpha * x
fourpi f = (np.pi * u**2 * delta eps) / (1 - 1j * np.pi * (u/2)**2 * delta eps)
return np.real(l / fourpi f)

# Funcidén -Im(Sy)/4
def calcular ImSO con K(x array, Kx, Ky):
h vals = np.arange(-N, N+1)
hl, h2 np.meshgrid(h vals, h vals)
hl = hl.flatten()
h2 = h2.flatten()
Ox = hl + Kx
Qy = h2 + Ky
Q h = np.sqrt(Qx**2 + Qy**2)
Q h[Q0 h == 0] = le-10

ImSO 4 = np.zeros_ like(x_array)
for i, x in enumerate(x_array):
denom = Q h**2 - x**2
denom[np.abs(denom) < le-10] = le-10
J1l _Qha = j1(2 * np.pi * Q h)
sum_term = np.sum((l / Q h) * (J1 Qha / denom))
H1 = hankell(l, 2 * np.pi * x) / 4
correction term =1 / (4 * np.pi**2 * x)
total sum = HI + 1j * (correction term + (x / (4 * np.pi**2)) * sum term)
Jl_rho = j1(2 * np.pi * rho rel * x)
epsilon = le-8
ImSO _4[i] = np.imag(total sum / (J1 rho + epsilon * np.sign(J1l rho)))

return ImSO_4

# Recorrido de K: I' - X - M - T’
def generar camino K(puntos, pasos_por tramo):
camino = []
for i in range(len(puntos) - 1):
inicio = np.array(puntos[i])

fin = np.array(puntos[i + 1])
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tramo = np.linspace(inicio, fin, pasos por_ tramo, endpoint=False)
camino.append (tramo)
camino.append(np.array([puntos[-1]1]1))

return np.concatenate (camino)

# RANSAC multiple
def eliminar bandas_rectas_ransac(ks, xs, repeticiones=3, tolerancia=0.005):
ks = np.array(ks)
Xs = np.array(xs)
for in range(repeticiones):
if len(ks) < 10:
break
modelo = RANSACRegressor(residual threshold=0.0028, random state=59)
# sobre la semilla del generador aleatorio: utilizar random state=59 para
obtener el resultado mds similar
ks reshape = ks.reshape(-1, 1)
modelo.fit (ks reshape, xs)
xs_pred = modelo.predict (ks _reshape)
residuo = np.abs(xs - xs_pred)
mascara = residuo > tolerancia
ks = ks[mascara]
xs = xs[mascaral

return ks, xs

# Direcciones de alta simetria
p_Gamma = (0.0, 0.0)

p_X = (0.5, 0.0)
p_M = (0.5, 0.5)
puntos_simetria = [p_Gamma, p X, p M, p_Gamma]

camino K = generar camino K(puntos simetria, pasos por tramo=40)

num pasos = len(camino_ K)

# Representar distintos radios
alphas = [0.01, 0.04, 0.09, 0.18]
fig, axs = plt.subplots(2, 2, figsize=(10, 10))

axs = axs.flatten()

for idx, alpha in enumerate (alphas):
Re vals = calcular Reinv 4pif(x vals, alpha)

soluciones_x = []

for i, (Kx, Ky) in enumerate(camino K):
Im vals = calcular ImSO_con K(x_vals, Kx, Ky)
diferencia = Im_vals - Re_vals
signos = np.sign(diferencia)
cambios = np.where(np.diff (signos)) [0]
for idx cambio in cambios:

xl, x2 = x vals[idx cambio], x vals[idx cambio + 1]

yl , y2 = diferencial[idx cambio], diferencia[idx cambio + 1]
if y2 -yl ==

continue
x corte = x1 - yl * (x2 - x1) / (y2_ - yl))
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soluciones_x.append((i, x_corte))

ks plot np.array([k for k, x in soluciones x])

xs plot = np.array([x for k, x in soluciones x])

if alpha > 0.01:

ks plot, xs _plot = eliminar bandas_rectas_ransac(ks plot, xs plot)

ax = axs[idx]

ax.scatter (ks plot, xs plot, color='black',6 s=6)

ax.set xticks([0, 40, 80, 120])

ax.set xticklabels([r'S\GammaS', r'Sxs', r'sMS', r'S\GammaS'])

ax.set x1im(0, num pasos - 1)

ax.set ylim(0.15, 0.8)

ax.set title(f"S$\\alpha = {alpha}$", fontsize=12)
ax.grid(True, linestyle='--', alpha=0.4)

axs[0].set _ylabel(r"S\omega a / 2\pi cS$", fontsize=12)
axs[2].set_ylabel(r"S\omega a / 2\pi c$", fontsize=12)
axs[2] .set_xlabel(r"S$\vec{K}S", fontsize=12)
axs[3].set _xlabel(r"S$\vec{K}$", fontsize=12)

# Guardar figura

plt.tight layout()

plt.savefig("figura 4-5.png", dpi=300, bbox inches='tight')
plt.show()
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8.3 Teoria formal de Scattering

La teoria de scattering constituye un marco formal fundamental para comprender la interaccion
de ondas o particulas con estructuras o medios materiales, encontrando aplicacién en un
abanico extremadamente amplio de disciplinas cientificas y tecnolégicas. Desde la acustica
[Martin 1978] hasta la biofisica [Bickel 1980] y la meteorologia [Shifrin 1951], el fendmeno de
dispersion ha sido analizado mediante distintas formulaciones tedricas adaptadas a las
particularidades de cada campo [Morse, 1968].

Esta diversidad ha conducido a un desarrollo paralelo de notaciones, modelos y formalismos,
donde, por ejemplo, los fisicos suelen describir el scattering en términos de excitaciones
elementales como fonones o plasmones [GOmez 2004], mientras que los ingenieros optan por
enfoques orientados a la caracterizacion de dispositivos o sefiales [Haus 1984].

8.3.1 Amplitud de scattering

El fendmeno de scattering puede definirse como el proceso mediante el cual una perturbacién
incidente (ya sea una onda plana, una particula o un haz electromagnético) interacciona con una
region espacial limitada, modificando su propagacién y generando una onda dispersada.

Una condicién universal en los problemas de dispersién es el comportamiento asintdtico del
campo dispersado, que se aproxima a una onda divergente generada por una fuente puntual
localizada en la regién dispersora. En el caso tridimensional, si la onda incidente es plana, la
solucién total se descompone en la onda incidente mas un campo dispersado que, a grandes
distancias, adopta la forma:

Ecuacion 8.1

ikr

9% ~anf (6, 4) 5 —

Donde f(0,¢) es la amplitud de scattering, funcién que caracteriza como la onda es
redistribuida en las distintas direcciones a partir de la interaccion. El término 4nf (6, ¢) recibe
también el nombre de factor de distribucidn angular, ya que contiene la dependencia direccional
de la dispersidn.

Esta magnitud depende de la direccidn (6, ¢) a no ser que se trate de scattering isdtropo, como
es el caso de este trabajo, entonces la onda dispersada se distribuye de manera uniforme en
todas las direcciones espaciales y es de mayor interés su relacién con las propiedades
espectrales de la onda incidente, de manera que [Bohren 2008]:

f=f(w)
8.3.2 Desarrollo de Mie para pequeiios cilindros

La teoria de Mie adaptada a cilindros pequefios constituye un caso paradigmatico en el estudio
de la dispersion de luz por particulas dieléctricas con simetria cilindrica. Este caso permite
obtener soluciones analiticas a partir de la expansién del campo dispersado en armdnicos
cilindricos [Mie 1908].
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Cuando se conoce el campo dispersado por un cilindro, la amplitud de scattering en dos
dimensiones se obtiene comparando la expresidn asintdtica del campo con la forma esperada a
grandes distancias [Gémez 2004]:

Ecuacion 8.2
9*(F) ~ ¢° - Anf(¢) - lim go(p, a)

donde f(¢) es la amplitud de scattering bidimensional, ¢° es la amplitud de la onda incidente
Y go €s una funcion de Green. A partir de la expansion del campo dispersado en funciones de
Bessel y Hankel [Gomez 2004], se obtiene que la amplitud puede expresarse como:

Ecuacion 8.3

anflsP) (i, k) = 4i {cl[,s’p] +2 Z c5Plcos (mqb)}

m=1

Donde c,[n Pl son los coeficientes de Ia expansién en armonicos cilindricos, que dependen de la

polarizacién (S o P) y de los parametros relacionados con el material y la geometria del sistema.

8.3.3 Aproximacion de particula pequeiia

Al estar estudiando un cristal Rayleigh, interesa el limite en que el tamafio del cilindro 1y es
mucho menor que la longitud de onda incidente A. En este régimen, se puede truncar la
expansién en armoénicos cilindricos conservando solo los primeros términos, normalmente m =
0,1 [Hulst 1981]. De forma que el comportamiento del campo dispersado pasa a estar dominado
por los coeficientes de orden bajo, lo que permite simplificar los cdlculos significativamente
[Gémez 2004].

En particular, se puede demostrar que para la polarizacién S y cuando se trata de un cilindro
dieléctrico permeable, el scattering es, como se ha mencionado antes, aproximadamente
isdtropo:

Ecuacion 8.4
4k, k) ~ 4icl”

lo que implica que la dispersién no depende del dngulo ¢, y el patrén de radiacién es simétrico.
En cambio, si el cilindro presentara contraste magnético o se considera la polarizacion P,
apareceria una dependencia angular a primer orden, lo que introduciria anisotropias en la
dispersidon [Gémez 2004].

. .z , ~ . . S .
En la aproximacion de particula pequefa, el coeficiente c([)], correspondiente al modo

monopolar, se puede expandir en series de potencias de x = kr,. Bajo esta expansién se
encuentra que:
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Ecuacion 8.5

krg\ 2 € krg\? €
eyl ~ n(—o) (1 ——2) 1+ in(—o) (1 ——2>
2 &1 2 &1
Donde 1y es el radio del cilindro y £, y €, son las constantes dieléctricas del medio exterior y del

cilindro, respectivamente.

Una forma alternativa de realizar este calculo es mediante la polarizabilidad a£:

Ecuacion 8.6

1
a” = ﬁ‘l‘ﬂf
Donde, realizando la misma aproximacién de particula pequefia, se tiene que:
Ecuacion 8.7

€
nré (8—2 — 1)
af = = L

1- in(%)z (‘Z—i— 1)
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[PAGINA INTENCIONADAMENTE EN BLANCO]
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